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９章 アナログフィルター  
 

 フィルターはその基本的なフィルタリング特性によって大きく４種類に分類され、

カットオフ周波数より高い周波数成分を減衰させるローパスフィルター（LPF）、それ

とは逆に低い周波数を減衰させるハイパスフィルター（HPF）、特定の周波数帯域の
周波数成分だけを通過させ、高い周波数成分及び低い周波数成分を減衰させるバンド

パスフィルター（BPF）、特定の周波数成分だけを減衰させるバンドエリミネーション

フィルター（ノッチフィルターと呼ばれることもある）（BEF）がある。 
 更にローパスフィルター（LPF）としてのフィルタリング特性によって次の三つの
タイプに分けられる。 
 

 チェビシェフ型フィルター：通過帯域（第一種）または除去帯域（第二種）の周 
              波数特性にリプルを有するが、減衰カーブが急峻。 

 バターワース型フィルター：周波数特性にリプルがなく、通過帯域の周波数特性が 
              最も平坦、減衰カーブが穏やか。 
 ベッセル型フィルター  ：通過帯域の郡遅延時間が最も一定、減衰カーブは最も 

              穏やか。 
 

 最も減衰特性が急峻なチェビシェフ型フィルターは、通信分野において隣り合った

チャンネル間のクロストークを極力抑制するためによく用いられ、またデータサンプ

リングにおいてエリアシングを除去するためのアンチエリアシングフィルターとし

てもよく用いられる。計測分野では周波数特性の平坦性が重視されることが多いため、

バターワース型フィルターが用いられ、またパルス的信号のような多くの高調波成分

を有する信号の波形再現性が重視される場合にはベッセル型フィルターがよく用い

られる。概ねMHz以上の高周波帯域で用いるフィルターは L, C, R（受動素子）で構

成されるが、多くの場合 L や C の誤差（特に L の誤差が大きい）のために設計通り
の性能を得ることが難しく、試行錯誤による調整が必要になる。一方、低周波領域で

は必要となる Lが大きくなってしまうこと、及び Lの誤差を回避するためにオペアン

プを用いた能動フィルターを用いるのが一般的である。また、次数の高いフィルター

を LCフィルターで実現するには多数の Lと Cが多段に接続された構成となり、それ
らが互いに影響しあうので設計には高度の知識と膨大な計算が必要である。そのため

設計には専用の設計ソフトが用いられる。そこで LCフィルターの一般論については
他書に譲ることとし、本書では基本的な能動フィルターについて解説する。能動フィ

ルターでは 1次及び 2次のフィルターを多段従属接続することで次数の高いフィルタ
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ーを実現することができるので、以下 1次と 2次の能動フィルターを解説し、その後

9-3節~9.5節にて高次のフィルターの一般論を述べる。 
 

9-1 １次フィルター  
 

(a) １次 LPF 
 

 図 9-1より 
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+ j#C)V2  (9.1.1) 

したがって周波数特性関数は 

   

! 

G( j") = #
R2

R1

1

1+ j"CR2
  (9.1.2) 

となる。

! 

R1 = R2 = Rとして伝達関数は 

     

! 

G
LPF

(1)
(s) =

"c

s+"c

   (9.1.3)         図 9-1 １次 LPF 

で与えられる。 
 

(b) １次 HPF 
 

 図 9-2より 

   

! 

V1

R1
= "(

1

R2
+ j#C)V2   (9.1.4) 

したがって周波数特性関数は 
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R1
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  (9.1.5) 

となる。

! 

R1 = R2 = Rとして伝達関数は         図 9-2 １次 HPF 
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9-2 ２次フィルター  
 

 ２次フィルターの伝達関数は 

! 
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    (9.2.1) 

で与えられ、

! 

Q =1/ 2の場合はバターワース型フィルター、

! 

Q =1/ 3のときをベッセ

ル型フィルターとなる。また LPF、HPF、BPF以外は２次より高い次数のフィルター
が使われることはほとんどない。 
 

周波数変換  
 

 上記の各種のフィルターは LPFが基準であり、他のフィルターの伝達関数は周波数

変換法によって LPFを変換して求めることができる。対数スケールで周波数を表示す
ると HPF は

! 

"
c
を対称軸として左右反転したもので与えられる。即ち LPF に対して

! 

s /"c #"c /sなる変換を行うと、１次の LPF、２次の LPFともに 
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となり、それぞれ１次の HPF および２次の HPF が得られる。また、１次の HPF に

! 

s /"s #Q(s /"s +"s /s)なる変換を行うと 

! 

G
HPF
(1)

(s)
s /" s#Q (s /" s+" s /s)

=G
BPF
(2)
(s)         (9.2.3) 

また

! 

s /"s #1/{Q(s /"s +"s /s)}なる変換を行うと 

! 

G
HPF
(1)

(s)
s /" s#1/{Q(s /" s+" s /s)}

=G
BEF
(2)
(s)        (9.2.4) 

となる。これより LPFから他のフィルターの伝達関数を得ることができるので、LPF
の特性を知ることで他のフィルターの特性を知ることができる。 
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9-2-1 VCVS型フィルター(電圧制御電圧源型フィルター) 
 

 オペアンプによる非反転アンプに帰還を施すことで２次の LPF 及び HPF を実現す
ることができる。 
 

(a) LPF（図 9-3） 
 

 図 9-3の回路方程式は 
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             (9.2.5) 

で与えられ、これを解くことで次の      図 9-3 VCVS型 LPF 

応答を得る。 
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ここで 
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である。通常

! 

C1R1 = C2R2 = CRとして設計され、このとき 

! 
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, Q =

1

2 #K + C2 /C1
          (9.2.8) 

となる。

! 

K = 2では

! 

Q = C1 /C2となり広い 

範囲で

! 

Qを設定することができる。但し 

! 

Kが

! 

2 + C2 /C1に近くなると

! 

R3、

! 

R4の誤 

差が

! 

Qに大きく影響するので注意が必要 
である。 
 

(b) HPF（図 9-4） 
 
 図 9-4の回路方程式             図 9-4 VCVS型 HPF 
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       (9.2.9) 

より、出力応答は次式となる。 
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LPFと同様、通常

! 

C1R1 = C2R2 = CRとして設計され、このとき 

! 
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1

CR
, Q =

1

2 #K + C2 /C1
         (9.2.12) 

となる。LPFと同様

! 

K = 2では

! 

Q = C1 /C2となり広い範囲で

! 

Qを設定することができる。 
 

9-2-2 多重帰還型フィルター（multiple feedback filter）  
 

(a) LPF（図 9-5） 

 

! 

1

R3
(V1 "V ) =

1

R1
(V "V2) +

V

R2
+ j#C1V

V

R2
= " j#C2V2

$ 

% 

& & 

' 

& 
& 

 

               (6.6.8) 

より                         図 9-5 LPF 
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となる。通常
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R1 = R2 = R3 = Rとして設計され、その場合は 
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(b) HPF（図 9-6） 
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より 

  

! 

V2 =
K"2 /"0

2

1+ j" /Q"0 #"
2
V1  (9.2.17)      

  

! 

K =
C1

C3

"0 =
1

C2C3R1R2

Q =
C2 /C3

1+ K + C2 /C3

R2

R1

# 

$ 

% 
% 
% % 

& 

% 
% 
% 
% 

  (9.2.18) 

となる。                      図 9-6 HPF 
 ここで

! 

C1 = C2 = C3 = Cとすると 
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となる。 
 

(c) BPF（図 9-7） 
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               (9.2.20) 

より                         図 9-7 BPF 
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となる。この場合

! 

K <1のため大きな

! 

Qが必要な場合には適さない。一方、

! 

C1 = C2 = C3 = Cとすると 

! 
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となり、

! 

R3 /R1 = R3 /R2 = 20とすることで

! 

Q = 3.16を得ることができる。 
 

9-2-3 状態変数フィルター（state variable filter）  
 

 VCVS型フィルターや多重帰還型フィルターでは、ゲイン、共振周波数、

! 

Q値が互

いに影響し合うので設計が難しく、また大きな

! 

Q値を得ることが難しい。これに対し

て、状態変数フィルターは必要なオペアンプの数が３個と多くなるが、ゲイン、共振

周波数、

! 

Q値を独立に決めることができるので設計が容易で自由度が大きく、大きな

! 

Q値を容易に実現することができる。また LPF、BPF、HPF出力が同時に得られるの

が特徴であり、状態変数フィルターを用いた発振回路では二つの出力の位相が

! 

90°異

なる二相発振器を容易に実現することができ、汎用性の高いフィルターである。 
 図 9-8に示すように

! 

A1の出力を状態変数

! 

X(s)と定義し、さらに 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

図 9-8 状態変数フィルター 
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が成立する。これより 
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を得る。 
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図 9-9 状態変数フィルター（

! 

"0 = 2# $1kHz）の特性 
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 望みの

! 

K、

! 

Qを与えれば 

! 

R1 = KR0, R2 = {(2 + K)Q"1}R3         (9.2.29) 

により抵抗値の比が決まる。図 9-9に出力

! 

V1、

! 

V2、

! 

V3の例を示す。オペアンプが３個

必要であるが

! 

K、

! 

"0、

! 

Qを独立に設定できるので VCVS型や多重帰還型に比べて設計

が容易であり、また

! 

Qの設定範囲が広いので汎用性が高い。 
 

9-3 バターワースフィルター  
 

 LPF以外のフィルターの伝達 
関数は周波数変換により LPFの 

伝達関数から得ることができる 
ので、以下では LPFについての 
み述べる。 

 フィルターの周波数特性関数 
を

! 

G( j")として、

! 

n次バターワ 

ース LPFは 
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           (9.3.1) 

で定義される。図 9-10に振幅周 
波数特性 

! 

Gn ( j")  を示す。次数 

! 

nに依らず

! 

"
c
が-3dBカットオフ     図 9-10 バターワース LPFの周波数特性 

周波数になっていて、
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"
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から離 

れた周波数での減衰カーブは 
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に比例している。伝達関数は(9.3.1)式に  
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で与えられ、特性方程式は 
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1+ (s / j"c)
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= 0    (9.3.3) 
となる。この特性方程式の2n個の根は 
図 9-11に示すように複素 s平面の原点    図 9-11 ６次バターワースフィル 
を中心とする半径

c
! の円上にあるが、    ターの伝達関数のポール（黒丸印） 
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! 

G(s)は安定でなければならないことから

! 

Re(pm ) < 0でなければならない。したがっ 

て

! 

G(s)のポールは 

! 
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j$m            (9.3.4) 
ここで 
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となる。図 9-11に

! 

n = 6（6次）の場合の

! 

s平面上における根 mp の配置を示す。図中

黒丸で示す 1 2 6, , ,p p pL が

! 

G(s)のポールである。 
 

! 

G(s)の分母をポール 1 2, , , np p pL により因数分解して 
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と書くことができ、
  

! 

pm (m =1, 2,L, n)は全て１次のポールであるので逆ラプラス変換

は 

  

! 

g(t) = L
"1
[G(s)] = Rme

pmt

m=1

n

#           (9.3.7) 

で与えられる。ここで
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1
( )

[( ) ( )]
( )

m

n
c

m m s p n
k m k
k m

R s p G s
p p

!
=

=
"

= # =
#$

 

(2 1) / 2

( ) /
1

( )
(1 )

j m n n
c
n j k m n
k
k m

e

e

!

!

" # + #

#
=
$

=
#%

             (9.3.8) 

である。

! 

R
m
を用いて(9.3.7)式によりバターワース・フィルターの時間的応答を求める

ことができる。以上のフィルターを具体的なアナログ回路で実現するには、以下に述

べるように

! 

G(s)を１次及び２次の伝達関数の積で書き表わし、それらの従属接続で構

成するのが一般的である。 

 (9.3.5)式及び図 9-11から分かるように 

! 

pn"(m"1) = pm
*               (9.3.9) 

であり、

! 

nが奇数の場合は 

! 

p(n"1) /2+1 は実数となる。(9.3.9)式より特性方程式の根

! 

pm

は、

! 

nが偶数の場合は

! 

n /2対の共役複素根からなり、

! 

nが奇数の場合は一つの実根と

! 

(n "1) /2対の共役複素根からなることが分かる。虚軸から遠い根から順に番号をつけ

直すと（２次の伝達関数を Qの小さい順に並べることに対応） 
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! 

pk ="ce
j# k              (9.3.10) 

として 
  

! 

nが偶数の場合： 

  

! 

"k =
n # k +1/2

n
$ (k =1, 2,L. n /2)

p#k = pk
*

% 

& 
' 

( 
' 

        (9.3.11) 

  

! 

nが奇数の場合 

  

! 

"k =
n # k

n
$ (k = 0,1, 2,L. (n #1) /2)

p#k = pk
*

% 

& 
' 

( 
' 

       (9.3.12) 

これより

! 

nが奇数か偶数かによって伝達関数は次のようになる。 
 

! 

nが偶数の場合：特性方程式は / 2n 対の共役複素根を持つので、伝達関数は次の

ように / 2n 個の 2次の伝達関数の積となる。 

  

! 

Gn (s) =
"c
2

s
2

+ ("c /Q1)s+"c
2
#

"c
2

s
2

+ ("c /Q2)s+"c
2
#L #

"c
2

s
2

+ ("c /Qn /2)s+"c
2
  (9.3.13) 

ここで 

! 

Qk = "
#c

pk + pk
*

= "
1

2cos$k
 

! 

=
1

2cos{(k "1/2)# /n}
            (9.3.14) 

は

! 

(pk , pk
*
)をポールに持つ２次の伝達関数の Q値である。 

 

! 

nが奇数の場合：特性方程式は一つの実根と ( 1) / 2n ! 対の共役複素根を持つので、

伝達関数は次のように一つの 1次の伝達関数と ( 1) / 2n ! 個の 2次の伝達関数の積とな

る。 

  

! 

Gn (s) =
"c

s+"c

#
"c
2

s
2

+ ("c /Q1)s+"c
2
#

"c
2

s
2

+ ("c /Q2)s+"c
2
#L #

"c
2

s
2

+ ("c /Q(n$1) /2)s+"c
2

 

(9.3.15) 

ここで 

! 

Qk = "
#c

pk + pk
*

= "
1

2cos$k
 

! 

=
1

2cos{(k /n)"}
              (9.3.16) 

である。 
 すなわち

! 

nが偶数の場合は

! 

Q値がそれぞれ  

! 

Q1,Q2,L,Qn /2である２次のLPFを

! 

n /2個
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従属接続する、また

! 

nが奇数の場合は 

１次の LPFと

! 

(n "1) /2 個の２次の LPF 
を従属接続することで

! 

n次のバターワ 
ース LPFを構成することができる。表 
9-1に

! 

"
c
で規格化したポール 

! 

pk /"c 及 
び 

! 

Qk  の例を示す。表 9-1により４次 

までのバターワース型ローパスフィル 

ター（LPF）を VCVSフィルターで構 
成した回路例を図 9-12 ~ 9-14に示す。 
 

 
 
 

 
 
 

 

表 9-1 バターワース・フィルター  
の

! 

pk /"c及び

! 

Qk       
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

図 9-12 ２次バターワース・フィルター（LPF） 
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図 9-13 ３次バターワース・フィルター（LPF） 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 
 

図 9-14 ４次バターワース・フィルター（LPF） 
 

9-4 ベッセルフィルター  
 

 ベッセルフィルターは群遅延時間が最も平坦なフィルターである。群遅延時間は 

d

d

!
"

#
= $                (9.4.1) 

で定義され、信号の伝播時間を表す。信号 ( )x t に対して時間を! だけ遅らせた信号は

( ) ( )dx t x t != " である。これをラプラス変換 ( ) [ ( )]X s x t= L で表現すると 

( ) [ ( )] ( )s

dX s x t e X s
!! "

= " =L           (9.4.2) 

と表される。これより周波数成分は 
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( ) ( )j
dX j e X j!"! !#

=             (9.4.3) 

となり、 ( )dX j! は ( )X j! に対して周波数に比例した位相遅れ 

! "#$ =                (9.4.4) 
を有する。ここで ( )x t !" は ( )x t を時間軸方向に平行移動しただけであるので、波形は

同一である。すなわち位相遅れが周波数に比例する場合は波形歪がないことを意味す

る。すなわち位相遅れを周波数で微分したもの（群遅延時間）は時間遅れ! を表わし

ており、! が一定であることは波形歪がないことの条件の一つである。 
 ベッセルフィルター（LPF）は信号の通過帯域内での群遅延時間が最も一定である

フィルターとして定義される。時間遅れの伝達関数 s
e
!" を 

1 1

cosh( ) sinh( ) ( ) ( )

s
e

s s v s u s

!

! ! ! !

"
= =

+ +
        (9.4.5) 

とおき、

! 

coth("s)を次のように連分数に展開する。 

( ) 1 1
coth( )

3 1( )
5

v s
s

u s s

s

s

!
!

! !

!

!

= = +

+

+L

         (9.4.6) 

連分数展開をn回で打ち切り、分子を ( )
n
v s! 、分母を ( )

n
u s! とおくと 

  

! 

v1("s) =1, u1("s) = "s

v2("s) = " 2s2 + 3, u2("s) = 3"s

v3("s) = 6" 2s2 +15, u3("s) = " 3s3 +15"s

LLL LLL

# 

$ 

% 
% 

& 

% 
% 

       (9.4.7) 

となる。ここで 

! 

Dn ("s) = vn ("s) + un ("s)            (9.4.8) 

とおくと

! 

1/Dn ("s)は

! 

sの

! 

n次有理式による s
e
!" の近似になる。

! 

n次の多項式

! 

Dn ("s)は 

  

! 

D1("s) = "s+1

D2("s) = " 2s2 + 3"s+ 3

D3("s) = " 3s3 + 6" 2s2 +15"s+15

D4 ("s) = " 4s4 +10" 3s3 + 45" 2s2 +105"s+105

LLL

# 

$ 

% 
% 
% 

& 

% 
% 
% 

       (9.4.9) 

より 

! 

Dn ("s) = (2n #1)Dn#1("s) + ("s)2Dn#2("s)        (9.4.10) 
で与えられる。以上より

! 

n次のベッセル型 LPFの伝達関数を 
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! 

G(s) =
Dn (0)

Dn ("s)
             (9.4.11) 

で定義する。

! 

n次のベッセルフィルターは時間遅れを

! 

n次の有理式で近似したフィル

ターであり、振幅特性は LPFとなる。次数を上げるほど s
e
!" に対する近似が良くなり、

郡遅延特性、振幅特性ともに平坦になるが、カットオフ周波数も高くなる。なお、３

次以上のベッセルフィルターの特性方程式

! 

Dn ("s) = 0の根を解析的に求めることはほ

とんど不可能なので、計算機による専用プログラムで設計することになる。 
  
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 

    (a)ベッセルフィルター          (b)バターワースフィルター 

図 9-13 群遅延特性及び振幅特性 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

     (a)４次ベッセルフィルター        (b)４次バターワース LPF 
図 9-14 矩形波応答 
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 図 9-13 に群遅延特性及び振幅特性を示す。通過帯域では群遅延が一定であること

が分かる。これに対して図(b)に示すようにバターワースフィルターではカットオフ周
波数に近づくと群遅延が大きく変化する。また、図 9-14(a)には矩形波信号に対する４
次ベッセルフィルターの出力を示す。同図(b)に示す４次バターワース LPF の矩形波

出力に対して波形歪みが小さいことが分かる。 
 

9-5 チェビシェフ・フィルター  
 

 チェビシェフ・フィルター（LPF）は通過帯域内に多少のリプル即ち振幅周波数特

性の変動を許容して変動を一定限度に抑え、かつ可能な限り最も急峻な遮断特性とな

るように考えられたフィルターである。チェビシェフ・フィルターの伝達関数

! 

G( j") = 1/{1+ (" /"c)
2n
}を拡張して、通過帯域のゲインが 1であるような

! 

n次チェビ

シェフ・フィルターの伝達関数は   

! 

G( j") =
1

1+ {#Cn (" /"c)}
2
          (9.5.1) 

で定義される。ここでチェビシェフ多項式

! 

Cn (")は 

! 

" /"
c

=
cos# (0 $" /"

c
$1)

cosh# (1<" /"
c
)

% 
& 
' 

           (9.5.2) 

! 

Cn (" /"c) =
cosn# (0 $" /"c $1)

coshn# (1<" /"c)

% 
& 
' 

         (9.5.3) 

で与えられる。例として図 9-15 

に
2

4 ( / )cC ! ! の振る舞いを示す。 
/ 1
c

! ! < では 0と 1の間を / 2n 回 
振動し、1 /

c
! !< では急激に単調 

増加する。具体形は 

 

  

! 

C1(x) = x

C2(x) = 2x
2 "1

C3(x) = 4x
3 " 3x

C4 (x) = 8x
4 " 8x2 +1

LL

# 

$ 

% 
% 
% 

& 

% 
% 
% 

 (9.5.4) 

即ち                       図 9-15 2
4 ( / )cC ! !  

!"

!#

$

#

"
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$ $'( ) )'(

*
+
"
,
!
-
!
.
/
*
#
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1 2( ) 2 ( ) ( )n n nC x xC x C x! != !  

           (9.5.5) 

である。また 

! 

Cn (" /"c) #1 (0 <" /"c <1)  

であるので通過帯域におけるゲイ 

ン変動幅（リプル）は 2
1 !+ に 

なる（図 9-16）。 
 バターワース LPFとチェビ 
シェフ LPFの減衰率を比較する 
ために / 1

c
! ! = におけるn次の 

伝達関数の傾きを比較してみる。 
n次バターワースでは          図 9-16 チェビシェフ LPFのリプル 

/ 1

( / )

( / ) 2 2
c

n c

c

d G n

d
! !

! !

! !
=

= "           (9.5.6) 

一方n次チェビシェフでは 

2 2

2
/ 1

( / )

( / ) 1
c

n c

c

d G n

d
! !

! ! "

! ! "=

= #

+

          (9.5.7) 

となり、 1! " とすると / 1
c

! ! = の近傍においてチェビシェフ LPFはバターワース LPF

のn倍の減衰率を持つことが分かる。 
 次に伝達関数のポールを求める。(9.5.1)式において

! 

j" = sと置くと 

2

1
( ) ( )

1 { ( / )}n c

G s G s
C s j! "

# =
+

          (9.5.8) 

であることから、特性方程式は 

21 { ( / )} 0n cC s j! "+ =             (9.5.9) 

で与えられる。更に 

! 

{Cn (s / j"c)}
2

=
cos

2
n# (0 $" /"c $1)

cosh
2
n# (1<" /"c)

% 

& 
' 

( ' 

) 

* 
' 

+ ' 
=
1

2
{C2n (s / j"c) +1}  (9.5.10) 

より

! 

C2n (s / j"c)は次のようになる。 

!"#

!$#

!%#

!&#

!'#

!(#

#

#)#( #)( ( (# (##

*+
,
-!
.
!
/
0*
1-
2
3
0

!.!
/

,4(

'

&

%

" 

20log 1+#2 (dB)

" 

# =1
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2 2
2 ( / ) (2 ) /n cC s j! " "= # +           (9.5.11) 

一方、µ、!を実数として 

! 

s / j"c = cos(µ + j#)            (9.5.12) 

と置くと 
       

! 

C2n (s / j"c) = cos2n(µ + j#) 
        

! 

= cos(2nµ)cosh(2n") + jsin(2nµ)sinh(2n" )     (9.5.13) 

したがって 
2 2cos(2 )cosh(2 ) (2 ) /

sin(2 )sinh(2 ) 0

n n

n n

µ ! " "

µ !

#= $ + %
&

= %'
        (9.5.14) 

である。第二式より sin(2 ) 0nµ = または sinh(2 ) 0n! = であるが、sinh(2 ) 0n! = のときは

cosh(2 ) 1n! = より 2 2cos(2 ) (2 ) / 1nµ ! != " + < " となるため sin(2 ) 0nµ = でなければなら

ない。また第一式よりcos(2 ) 0nµ < であるからcos(2 ) 1nµ = ! 、即ち 

  

! 

2nµ = (2k +1)" (k = 0,1,L, 2n #1)

2n$ = cosh#1{(2 + %2) /%2}

= 2ln{( 1+ %2 +1) /%}

& 

' 
( ( 

) 
( 
( 

        (9.5.15) 

となる。したがって特性方程式の根

! 

pは 
(9.5.15)式を満たす

! 

"、

! 

µを用いて  

  

! 

p / j"c = cos(µ + j#)

= cosh# $ sin(µ %& /2)
 

  

! 

" jsinh# $ cos(µ "% /2)    

              (9.5.16) 

で与えられる。即ち根 
  

! 

p ="csinh# $ cos(µ %& /2)  

  

! 

+ j"c cosh# $ sin(µ %& /2)  

              (9.5.17) 
は、焦点が0 cj!± にあり短軸a及び長軸 

bがそれぞれ 
   sinh , coshc ca b! " ! "= =       図 9-17 チェビシェフ・フィルター 

である s平面上の楕円上にあり、偏角が        のポールの配置 
/ 2! µ "= # の点であることが分かる。 

上で求めた特性方程式の根が伝達関数のポールであるためには、安定条件

! 

Re(p) < 0よ

り 

! 

"
c
sinh#

! 

"
c
cosh#

! 

•

! 

•

! 

•
! 

(n +1)" /2n

! 

(n + 3)" /2n

! 

{n + (2n "1)}/2n

! 

•

! 

•

! 

j"c

! 

" j#c

! 

j Im(s)

! 

Re(s)

! 

0

! 

p1

! 

p2

! 

pn
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! 

" /2 < # < 3" /2            (9.5.18) 

でなければならない。これより
  

! 

k = n +1,L, 2nであり、許される根 

! 

pk ="csinh# $ cos% k+ j"c cosh# $ sin%k        (9.5.19)        

は偏角が 

  

! 

"k = (2k + n #1)$ /2n (k =1, 2,L, n)       (9.5.20) 

のものだけである。これはバターワース・フィルターのポールの偏角（(9.3.5)式）と
同じであり 9-2節の偏角についての議論がそのまま成立する。図 9-17に

! 

s平面におけ

るチェビシェフ・フィルターのポールの配置（9.5.20）式）を示す。また (9.5.4)式及
び(9.5.5)式より 

! 

Cn (" /"c)"#0
=

0 (for n = odd)

1 (for n = even)

$ 
% 
& 

         (9.5.21) 

であることから、通過帯域でのゲインが 1である伝達関数は 

! 

G(s) =
1

1+ {"Cn (s / j#c)}
2
$

1 (for n = odd)

1+ "2 (for n = even)

% 
& 
' 

( ' 
 

  

! 

=
p1L pn

(s" p1)L(s" pn )
                 (9.5.22) 

と書くことができる。バターワース・フィルターの場合と同様に、ポールを虚軸から

遠いものから順に番号をつけ直すと 
  

! 

nが偶数の場合： 

  

! 

"k =
n # k +1/2

n
$ (k =1, 2,L. n /2)

p#k = pk
*

% 

& 
' 

( 
' 

        (9.5.23) 

  

! 

nが奇数の場合 

  

! 

"k =
n # k

n
$ (k = 0,1, 2,L. (n #1) /2)

p#k = pk
*

% 

& 
' 

( 
' 

       (9.5.24) 

となる。以上よりチェビシェフ・ローパスフィルターの伝達関数は次のようになる。 
 

 

! 

nが奇数の場合：特性方程式は一つの実根と ( 1) / 2n ! 対の共役複素根を持つので、

伝達関数は 1次の伝達関数一つと ( 1) / 2n ! 個の 2次の伝達関数の積となる。 

! 

Gn (s) =
"csinh#

s+"csinh#
$

"1
2

s
2

+ ("1 /Q1)s+"1
2
$

"2
2

s
2

+ ("2 /Q2)s+"2
2

 

  

! 

"L "
#(n$1) /2
2

s
2

+ (#(n$1) /2 /Q(n$1) /2)s+#(n$1) /2
2

        (9.5.25) 
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! 

nが偶数の場合：特性方程式は / 2n 対の共役複素根を持つので、伝達関数は / 2n 個

の 2次の伝達関数の積となる。 

  

! 

Gn (s) =
"1
2

s
2

+ ("1 /Q1)s+"1
2
#

"2
2

s
2

+ ("2 /Q2)s+"2
2
#L #

"n /2
2

s
2

+ ("n /2 /Qn /2)s+"n /2
2

 

(9.5.26) 

上で

! 

"k、

! 

Qkは

! 

(pk , pk
*
)をポールとする２次の伝達関数の共振周波数及びQ値であり、

次式で与えられる。 

 

! 

"k = pk pk
*

=
"c

2
cosh2# $ cos2%k

Qk = $
pk pk

*

pk + pk
*

= $
cosh2# $ cos2%k
2 2sinh# & cos% k

' 

( 

) 
) 

* 

) 
) 

 

              (9.5.27) 

 表 9-2にチェビシェフ・フィルター 
のリプルを

! 

0.5dB (" = 0.34)としたとき 
の

! 

"k及び

! 

Qkを、図 9-18 ~ 9-20に群遅 

延特性、振幅特性、矩形波応答波形を 

示す。群遅延時間の変化が大きく矩形 
波の波形が乱れていることが分かる。 
また、図 9-21 ~ 9-23に VCVS型フィ 

ルターで構成したカットオフ周波数 

! 

500Hzのチェビシェフ型ローパスフィ 
ルターの回路例を示す。 

    
 
 

 

    表 9-2 チェビシェフ・フィルター 
（

! 

" = 0.34）の

! 

"k及び

! 

Qk   
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図 9-18 チェビシェフ・フィルター        図 9-19 リプルの拡大図 
（リプル

! 

0.5dB）の振幅及び群遅延時間 
  
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

図 9-20 矩形波応答 
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図 9-19 ２次チェビシェフ・フィルター（LPF） 
 
 

 

 
 
 

 
 
 

 

図 9-20 ３次チェビシェフ・フィルター（LPF） 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

図 9-21 ４次チェビシェフ・フィルター（LPF） 
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 チェビシェフ・フィルターは減衰特性が急峻であるが通過帯域にリプルが生ずる。

それに対して通過帯域の特性が平坦でかつ減衰特性が急峻なフィルターとして考え

られたのが次節で述べる「逆チェビシェフ・フィルター」である。更に「連立チェビ

シェフ・フィルター」（または「楕円フィルター」）では通過帯域及び減衰帯域のいず

れにもリプルを許容することで、チェビシェフ・フィルターより急峻な減衰特性を得

ている。連立チェビシェフ・フィルターはチェビシェフ多項式

! 

Cn (")の代わりにヤコ

ビの楕円関数により定義されるチェビシェフ有理関数

! 

Rn,k1
(" /"c)によって周波数特

性が定義されるもので、その詳細については他のフィルターの専門書を参照されたい。 
 

9-6 逆チェビシェフ・フィルター  
 

 チェビシェフ・フィルターは周波数特性の通過帯域にリプルを許容して急峻な減衰

特性を実現している。一方、逆チェビシェフ・フィルターは逆に減衰帯域にリプルを

許容して通過帯域のリプルをなくしたフィルターである。バターワース・フィルター

やチェビシェフ・フィルターの減衰領域では

! 

(" /"
c
)
#nに比例して無限に減衰していく

のに対して、逆チェビシェフ・フィルターの減衰量は有限に留まるが、十分に周波数

特性が減衰した領域ではリプルがあっても問題がない場合が多い。 
 通過帯域にリプルのないフィルターとして 

! 

GHPF ( j")
2

=1#
1

1+ {$Cn (" /"c)}
2
         (9.6.1) 

を考える。

! 

" /"
c
#$では

! 

GHPF ( j") #1、

! 

" /"
c
# 0では

! 

GHPF ( j") # ~ $2 <<1となる

ことから、HPFの性質を持ち減衰領域ではリプルがあるが通過帯域にはリプルがない。

(9.6.1)式は 

! 

GHPF ( j")
2

=
1

1+ {
1

#Cn (" /"c)
}
2
          (9.6.2) 

と書き直すことができる。これはチェビシェフ・フィルターの定義（(9.5.1)式）にお
いて

! 

"Cn (# /#c)を

! 

1/{"Cn (# /#c)}に置き換えたものに等しくこのようなフィルターを

逆チェビシェフ・フィルターという。(9.6.2)式に対して周波数変換を行うことで、通
過帯域にリプルを持たない逆チェビシェフ LPFを構成する。 

! 

GHPF ( j")はまた 

! 

GHPF ( j")
2

=
{#Cn (" /"c)}

2

1+ {#Cn (" /"c)}
2
          (9.6.3) 

と書け、これより逆チェビシェフ HPFの伝達関数

! 

GHPF (s)はチェビシェフ・フィルタ
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ーと同じ特性方程式を持つ。したがってチェビシェフ・フィルターのポール

! 

pkを用い

て 

  

! 

GHPF (s) =
"(s# q1)L(s# qn )

(s# p1)L(s# pn )
           (9.6.4) 

と書くことができる。ここで

! 

qk  は

! 

Cn (s / j"c)の零点である（

! 

Cn (qk / j"c) = 0）。

! 

"、

! 

"を

実数として 
   

! 

s / j"c = cos(# + j$) (9.6.5) 

とおくと 

  

! 

Cn (s / j"c) = cosn(# + j$)

= cos(n#)cosh(n$)

+ jsin(n#)sinh(n$)

 

  

! 

= 0        (9.6.6) 

より 
 

! 

" = (2k #1)$ /2n, % = 0 
    

  

! 

(k =1, 2,L, n)   (9.6.7) 

したがって零点

! 

qkは 
  

! 

qk /"c = j cos{(2k #1)$ /2n} 
    

  

! 

(k =1, 2,L, n)  (9.6.8) 

で与えられる。(9.6.4)式に対して       図 9-22 逆チェビシェフ LPF特性 
周波数変換 

! 

s /"c #"c /s を行い 

LPFの伝達関数に変換すると 

  

! 

G(s) =
("c /s# q1 /"c)L("c /s# qn /"c)

("c /s# p1 /"c)L("c /s# pn /"c)
 

            (9.6.9) 

を得る。ここで

! 

pkはチェビシェ 

フ・フィルターのポール 

! 

pk /"c = sinh# $ cos% k+ j cosh# $ sin%k
%k = (2k + n &1)' /2n

( 
) 
* 

 

    
  

! 

(k =1, 2,L, n)  (9.6.10) 

である（(9.5.19)式参照）。

! 

G(s)の 

ポール

! 

"c
2
/ pkの実数部は負である 

! 

Re("c
2
/ pk ) =  

! 

("c / pk )
2
Re(pk ) < 0  

ので

! 

G(s)は安定であることが分か      図 9-23 逆チェビシェフ LPFの 
る。図 9-22、図 9.23に(9.6.9)式の            群遅延特性 
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周波数特性及び群遅延特性を示す。逆チェビシェフ・フィルターもチェビシェフ・フ

ィルターと同様に１次と２次のアナログ・フィルターのカスケード接続で構成するこ

とができるが、伝達関数の零点を作るための GIC回路等による LC直列共振フィルタ

ーが必要となるため、複雑な構成となる。現在ではこのような複雑な高次フィルター

はデジタルフィルターで構成するのが一般的であり、本節ではアナログ・能動フィル

ターによる構成例は省略する。 
 

 注：逆チェビシェフ・フィルターの規格化 
   

! 

pkをポール、

! 

qkを零点として 

! 

x ="
c
/"  

   と置くと 

! 

{"Cn (x)}
2

1+ {"Cn (x)}
2
#

"2 /(1+ "2) (x# 0)

2
2n"2x2n /(1+ 2

2n"2x2n ) (x#$)

% 

& 
' 

( ' 
 

  

! 

"Cn (x) x#$
= K2( jx % q1)L( jx % qn ) x#$

# K2x
n

x#$
 

   より 

  

! 

G( jx)
x"#

=
K1K2( jx $ q1)L( jx $ qn )

( jx $ p1)L( jx $ pn ) x"#

=
K1K2x

n

x
n

x"#

= K1K2  

   したがって

! 

G( jx)
x"#

=1とすると 

! 

K1K2 =1 

   故に(9.6.9)式 

  

! 

G( jx) =
( jx " q1)L( jx " qn )

( jx " p1)L( jx " pn )
 

   が成立する。 
 

9-7 連立チェビシェフ・フィルター（楕円フィルター）  
 

 チェビシェフ・フィルター及び逆チェビシェフ・フィルターの周波数特性は 

! 

G( j")
2

=
1

1+ f
2
(" /"c)

           (9.7.1) 

なる形をしており、チェビシェフ・フィルターでは

! 

f (" /"c) = Cn (" /"c)、逆チェビシ

ェフ・フィルターでは

! 

f (" /"c) =1/Cn ("c /")である。そこで通過帯域及び減衰帯域の
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両方にリプルを持ち、急峻な減衰特性を持つフィルターを作るにはどのような性質の

関数

! 

f (" /"c)を考えれば良いだろうか。チェビシェフ・フィルターと逆チェビシェ

フ・フィルターにおける

! 

f (" /"c)の性質をまとめると次のようになる。 
 

                    
                   
 

  
 
 

 

 

! 

Cn (" /"c)と

! 

1/Cn ("c /")の性質を併せ持つ

! 

f (" /"c)として、

! 

" <"
c
で n個の零点を持

ち

! 

" >"
c
で個のポールを持つ関数を用いることで、チェビシェフ・フィルターと逆チ

ェビシェフ・フィルターの性質を持ったフィルターを構成することができる。そのよ

うな関数

! 

f (" /"c)として、ヤコビの楕円関数

! 

cd(x,k)、

! 

sn(x,k)により定義されるチェビ

シェフ有理関数

! 

Rn,k1
(" /"c) 

! 

Rn,k1
(x) = cd(

nK1

K
cd

"1
(x,k),k1)          (9.7.2) 

を用い、周波数特性関数

! 

G( j")が 

! 

G( j")
2

=
1

1+ {#Rn,k1 (")}
2
           (9.7.3) 

であら得られるフィルターを考えると、通過帯域及び阻止帯域で等リプルとなる特性

を得ることができる。このようなフィルターを連立チェビシェフ・フィルターまたは

楕円フィルターという。 
 第１種楕円積分 

! 

u =
dx

(1" x2)(1" k2x2)0

z

#            (9.7.4) 

の逆関数を 

! 

z = sn(u,k)  

と書く。ここで

! 

kを関数

! 

snの母数と云い 

! 

" k = 1# k
2               (9.7.5) 

を補母数という。

! 

cn(u,k)、

! 

dn(u,k)、

! 

cd(u,k)を 

 

! 

Cn (" /"c)  

! 

1/Cn ("c /")  

! 

" <"
c
 -1~1 で振動 

（n個の零点を持つ） 
緩やかに単調増加 

! 

" >"
c
 急速に単調増加 1~

! 

"  で振動 
（n個のポールを持つ） 
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! 

cn(u,k) = {1" sn2(u,k)}

dn(u,k) = {1" k2sn2(n,k)}

cd(u,k) = cn(u,k) /dn(u,k)

# 

$ 

% % 

& 

% 
% 

           (9.7.6) 

で定義する。関数

! 

cd(u,k)により関数 

! 

Rn, " k (x) = cd(
n " K 

K
cd

#1
(x,k), " k )          (9.7.7) 

を定義すると、

! 

Rn, " k (x)は

! 

n個の零点と

! 

n個のポールを持ち以下の

! 

n次の有理式（チェ

ビシェフ有理関数）で表わすことができる。 

! 

Rn, " k (x) = x
k
2
(#n,m /#c)

2 $1

1$ (#n,m /#c)
2

m=1

(n$1) /2

%
x
2 $ (#n,m /#c)

2

k
2
(#n,m /#c)

2
x
2 $1

(for n = odd)

Rn, " k (x) =
k
2
(#n,m /#c)

2 $1

1$ (#n,m /#c)
2

m=1

n /2

%
x
2 $ (#n,m /#c)

2

k
2
(#n,m /#c)

2
x
2 $1

(for n = even)

& 

' 

( 
( 

) 

( 
( 

 (9.7.8) 

ここで 

! 

x =" /"
c
               (9.7.9) 

! 

"n,m /"c = sn(
n # 2m #1

n
K, k)          (9.7.10) 

また

! 

K、

! 

" K は次の第１種完全楕円積分 

! 

K =
dx

(1" x
2
)(1" k

2
x
2
)0

1

# , $ K =
dx

(1" x
2
)(1" $ k 

2
x
2
)0

1

#     (9.7.11) 

である。

! 

Rn, " k (# /#c)のポールを

! 

"
n,m、零点を

! 

"
n,mとすると 

! 

"n,m =#c

2
/k#n,m

$n,m =#n,m

% 
& 
' 

( ' 
            (9.7.12) 

であり、

! 

Rn, " k (x)のポール

! 

" =#
n,mは

! 

G( j")の零点になり、

! 

Rn, " k (x)の零点

! 

" = #
n,mでは

! 

G( j")は 1となる。なお、(9.7.10)式より

! 

"
m,n /"c

<1である。

! 

Rn, " k (# /#c)及び

! 

G( j")
2
は

以下のような周波数依存性を持ち 

 

! 

Rn, " k (# /#c) 

! 

G( j")
2 

! 

" <"
c
 

n個の零点を持ち-1~1 の間
で振動 

! 

1 ~ 1/(1+ "2)の間で振動 

! 

" >"
c
 

n個のポールを持ち絶対値が

! 

1/ " k ~ #の間で振動 

! 

0 ~ 1/{1+ (" / # k )
2
}の間で振動 
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阻止域の

! 

G( j")
2
は 

! 

1

1+ (" / # k )
2
$ (

# k 

"
)
2
( # k << ")          (9.7.13) 

となる。 
 

 例：通過帯域のリプルを

! 

1+ "2 = 0.5dB、阻止域の減衰量を

! 

" k /# = $60dBとすると、 
   

! 

" = 0.34931、

! 

" k = 3.4931#10
$4、

! 

k = 1" # k 
2

= 0.999825  
    

図 9-24に９次の連立チェビシェフ・フィルターの例を示す。 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

図 9-24 ９次連立チェビシェフ・フィルター 
（楕円フィルター）の周波数特性例 
（リプル

! 

0.4dB (" = 0.32)、

! 

" k = 0.064） 
 
 

 注：  
  (9.7.10)式を書き直すと 

! 

dx

(1" x2)(1" k2x2)0

#n,m /#c

$ =
n " 2m "1

n

dx

(1" x2)(1" k2x2)0

1

$  
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