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第 1章

はじめに

A.Einsteinは一般相対論を発表した翌年の 1916年、弱い重力場において Einstein方程
式を線形近似するとmetricのMinkowski space-time からの摂動が真空中を光速度で伝搬
することを指摘した [1]。これが重力波である。
重力波の直接検出を目的とする実験は 1965年頃からWeberによって始められた。1969

年に彼は重力波の検出に成功したという報告を行なったが [2]、現在はそれは間違いと解
釈されている。しかしながら重力波検出は原理的に不可能なことではないということを示
し、検出実験へのmotivationを盛り上げたことは間違いない。
1978年、J.H.Taylor & R.A.Hulseは Binary Pulsar PR1913+16の周期変化の観測値が

重力波放射による周期変化の理論値と一致することを発見した [3]。このことにより重力波
の存在に対する信頼性はより高くなり、現在様々な重力波の直接検出が試みられている。
重力波を直接検出する目的は一般相対論を含む重力理論の検証という物理的 [4]なこと

だけではない。重力波の相互作用は極端に小さいことから連星中性子星の衝突や超新星か
らの重力波を検出することによって電磁波やニュートリノの観測からは得られない情報を
得ることが期待されている。つまり重力波を使った新しい天文学 (重力波天文学) の創生
といった天文学的な目的もある。
地上において重力波を検出する装置として考えられているものは共鳴型と干渉計型の２

種類である。共鳴型重力波検出器はWeberが考案したものであり、重力波によって励起
された弾性体の振動を検出する装置である。現在でもその開発は世界各国で行なわれてい
る。一方、干渉計型は重力波による自由質点間の固有距離の変化を検出する装置である。
今まで開発を目的とした干渉計型検出器が作られてきたが現在観測を目的とした大型干
渉計の建設計画が進められている。具体的にあげるとアメリカでは LIGO計画、イタリ
アとフランスの共同計画である VIRGO計画、ドイツとイギリスの共同計画であるGEO

計画がある。日本でも 1995年から TAMA計画が推進されている。この TAMA計画の目
的は 2つある。1つは kmクラスの干渉計建設のための技術開発、もう 1つはアンドロメ
ダなどの近傍銀河からの重力波を実際に検出することである。
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さて干渉計型重力波検出器においては鏡などの光学部品は全て懸架される。これはま
ず鏡が自由質点として振る舞うようにするためである。さらに地面振動などの外乱を防
振するという目的もある。この鏡を懸架する系を Suspension Systemと呼ぶ。TAMAの
Suspension Systemは鏡は中間 massからのワイヤーで懸架され、さらに中間 massも支
持点からのワイヤーで懸架されるというDouble Pendulumである。
この Double Pendulumの設計には様々な点を考慮しなければならない。まず当然のこ

とながら重力波検出器の主要な雑音の 1つである地面振動が充分に防振できるほどの防
振比が必要である。防振は Double Pendulumだけで行なうわけではないが、目的に到達
するためには実験と計算に基づいた注意深い設計が必要である。この詳細については新井
宏二の修士論文 [74]を参照のこと。
さらに考慮しなくてはいけないこととして Suspension Systemの熱雑音があげられる。

これも干渉計型の主要な雑音の 1つである。これは Suspension Systemが熱浴中にあるた
めに振動モードが熱的に励起され、鏡の位置、角度が揺らぐ現象である。この熱雑音の大
きさを揺動散逸定理を用いて計算し、熱雑音低減の指針を与えるのが本論文の第 1の目的
である。
重力波検出において問題となるもう 1つの熱雑音は鏡の弾性振動による熱雑音である。

鏡は弾性体であるからやはり振動モードがあり、熱的に励起される。これによる鏡の表面
の振動は、重力波検出装置の雑音になる。この熱雑音の大きさを推定するのは非常に困難
である。散逸の大きさを表すQ値を適当に仮定したとしても弾性体の運動方程式を解く
という困難な作業があるからである。このため今までは naiveな推定しか行なわれてこな
かった。しかしながら Hutchinsonの考案した Simulationを使うことにより鏡の振動モー
ドについての困難な計算が可能になった。この Simulationを実行するプログラムを開発
し、TAMAにおける熱雑音の大きさを計算した。また TAMAの目標感度と推定した熱雑
音の大きさを比較することによって TAMAにおいて必要な鏡の Q値の大きさを求めた。
それによると従来の推定より Q値に関して厳しい制限が課せられることがわかった。こ
の計算の詳細を報告することが本論文の第二の目的である。なお鏡の Q値の測定や、Q
値を目標に近づける研究の詳細については大石奈緒子の修士論文 [75]を参照されたい。
この論文の構成であるが、次の第 2章では重力波についての説明を行なう。第 3章で

は熱雑音の基礎知識について紹介する。Suspension System の熱雑音については第 4 章
で、鏡の熱雑音については第 5 章で議論する。最後の第 6 章で今までの議論をまとめ、
TAMA300の熱雑音の推定を行ない、問題点や今後の課題について報告する。
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第 2章

重力波とはなにか

一般相対論の基礎方程式である Einstein方程式を線形近似するとMinkowski時空から
のmetricの摂動が波動方程式を満たすことが分かる。これが重力波である。しかし重力
波は相互作用が極めて小さく今だ直接検出には成功していない。この章では Einstein方
程式から重力波を導出し、その性質や発生源、そして検出方法や具体的な検出計画を概観
する。

2.1 重力波の伝搬

まず重力波の伝搬を議論する [5, 6]。

2.1.1 一般相対論の基礎

一般相対性理論によると重力は時空の歪みとして記述される。時空のある点 x�とそれ
から微小に離れた点 x� + dx� までの世界間隔 dsは以下のように定義される。

ds2 = g��dx
�dx� (2:1)

g��は metric tensor(計量テンソル) である。g��から Christo�el symbol ����, Riemann

tensor R�
���が以下のように定義される。

���� =
1

2
g�� (g��;� + g��;� � g��;�) (2.2)

R�
��� = ����;� � ����;� + ����


�� � ����


�� (2.3)

さらに Ricci tensor R�� , Ricci scalar R, Einstein tensor G�� が以下のように定義される。

R�� = R�
��� (2.4)

R = R�
� (2.5)

G�� = R�� � 1

2
g��R (2.6)
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質量やエネルギーの時空における分布をしめす Energy-momentum tensorを T��とおくと
Einstein方程式は以下のようになる。

G�� =
8�G

c4
T�� (2:7)

2.1.2 Einstein方程式の線形近似

ここで弱い重力場における Einstein方程式を考える。弱い重力場であるのでmetricは
Mikowski space-timeのmetric ���と摂動 h��の和 g�� = ��� + h�� を考えればよい。但し

��� =

0
BBBBB@
�1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1
CCCCCA (2:8)

であり、jh�� j � 1が成立する。ここで線形近似を行なう。つまり h��の 1次の項まで考
える。よって今後添字の上げ下げは���で行なう。この近似のもとで Einstein方程式 (2.7)

は以下のように変形される。

h��;�
� + h��;�

� � h��;�
� � h;�� � ���(h��

;�� � h;�
�) =

16�G

c4
(2:9)

ここで trace reverse tensor h��を定義する。

h�� = h�� � 1

2
���h (2:10)

但し hは h��の traceである。reverse trace tensorと呼ばれる理由はh��の trace h に関し
てh = �hという式が成立するからである。
また微小な座標変換 x�(new) ! x�(old) + ��を行なうと h��とh��は

h��(new) = h��(old) � ��;� � ��;� (2.11)

h��(new) = h��(old) � ��;� � ��;� + ����
�
;� (2.12)

のように変換される。この変換によって

h
��
;� = 0 (2:13)

という条件を満たすようにh��を一般性を失うことなく変形することができる。また式
(2.13)を Lorentz条件と呼ぶ。
h��を用いて式 (2.9)を整理し、Lorentz条件 (2.13)を課すと、

� h��
;�

� =
16�G

c4
(2:14)
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となる。とくに真空中では
� h��

;�

� = 0 (2:15)

となる。この方程式は metricの摂動が波動方程式を満たすことを表してる。これが重力
波であり、真空中を光速度で伝搬することが分かる。

2.1.3 平面重力波

式 (2.13)(2.15)を満たす最も簡単な解は

h�� = A�� exp(ik�x
�) (2:16)

という平面波解である。但し A��は任意の tensor。また

k�k
� = 0 (2.17)

A��k
� = 0 (2.18)

が成立する。式 (2.17)は重力波が光速度で伝搬することを示し、式 (2.18)は重力波が横
波であることを示している。

2.1.4 TT Gauge

先ほど Lorentz条件 (2.13)を課したが、まだ任意性が残っている。それは

���
;� = 0 (2:19)

という条件を満たす��を使って座標変換 x�(new) ! x�(old)+ �
� を行なっても Lorentz条件は

満たされことから分かる。そこでこの��を利用して

A�� = 0 (2.20)

A��u
� = 0 (2.21)

という条件を満たすように A��を変換することができる。但し u�は任意の time-likeな 4

次元単位ベクトルである。これらの条件を Transverse-Traceless Gauge (TT Gauge)と呼
ぶ。これで座標の任意性はなくなった。また式 (2.20)から h�� とh��の区別がなくなった
ことが分かる。

2.1.5 重力波の測地線偏差方程式

質点Aが座標xA
�に存在し、質点Bが座標xB

�に存在するとする。さらにn� = xB
��xA�

は微小であり、両者とも自由落下しているとしよう。ここに重力波がやってきたときに、
どのようなことが起こるだろうか。
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測地線偏差の方程式は以下の通りである。

d2n�

d� 2
�R�

��
dxA

�

d�

dxB
�

d�
n = 0 (2:22)

h��の 1次まで考慮し (� � ct)、質点の速度は光よりずっと小さい (dx=d� � (1; 0; 0; 0))と
すれば

1

c2
d2n�

dt2
+R�

00n
 = 0 (2:23)

が成立する。TT Gaugeにおいて重力波が存在するときの R�
00は式 (2.3) などを利用し

て計算すると式 (2.23)は以下のようになる。

d2n�

dt2
+
1

2

@2hTT�
@t2

n = 0 (2:24)

よって解は以下のようになる。

n�(t) = n���� +
1

2
hTT�� n

� (2:25)

これは微小に離れている 2つの自由質点の偏差は、重力波がきたときに重力波の振幅と質
点の偏差に比例して振動することを意味する。

2.1.6 重力波の偏向

TT-Gauge(2.20)(2.21)において u� = (1; 0; 0; 0); k� = (!; 0; 0; k)とする。後者の条件は
重力波が z軸に沿って進んでいることを示す。また! = ckである。このとき

hTT�� =

0
BBBBB@

0 0 0 0

0 h+ h� 0

0 h� �h+ 0

0 0 0 0

1
CCCCCA exp[i(!t� kz)]　 (2:26)

となる。重力波には 2 つの自由度を持つことが分かる。これは重力波の偏向と呼ばれ
h+ 6= 0; h� = 0は Plus Mode、h+ = 0; h� 6= 0は Cross Modeと呼ばれる。図 2.1に重力
波が来た時の原点を中心とする円周上の自由質点と原点間の固有距離の時間変化を示す。
上が Plus Mode、下が Cross Modeである。z軸は紙面に垂直である。

2.1.7 重力波のエネルギー

重力波はエネルギーを伝搬する。重力波の energy-momentum tensorは以下の通り。但
しこれは TT Gaugeにおける表記である。また<>は数波長にわたる平均をとることを意
味する。

T (GW)
�� =

c2

32�G
< hjk;�h

jk
;� > (2:27)

10



time x

y

図 2.1: 重力波の偏向 (上が Plus Mode、下が Cross Mode)

2.2 重力波の発生

ここでは重力波の発生を概観する [5, 11]。

2.2.1 重力波の放射公式

重力波の放射公式は重力波源の物質の速度が小さく、重力ポテンシャルが小さいとき展
開して求めることができる。電磁波と違うところは質量は常に正であるので 2重極放射は
存在しないことである。つまり 1番大きい項は 4重極放射となる。この放射によるエネ
ルギー放出は

dE

dt
=

G

45c5

 
d3Dij

dt3

!2
(2:28)

Dij =
Z
�
�
xixj � 1

3
�ijr

2
�
d3x (2:29)

である。また重力波源から r離れたところにおける重力波の振幅は

hij = �2G
c4

1

r
�Dij (2:30)

である。これらの式から球対称な系や軸対称で定常的な系からは重力波は放出されないこ
とがわかる。
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2.2.2 主な重力波源

地上に設置された重力波検出器で検出可能と期待されているのは超新星爆発と連星中性
子星の衝突である。
超新星爆発は銀河系内で起こればかなり大きな重力波1が地球にやってくると予想され

ている。しかし銀河系内で超新星爆発が起こる頻度はかなり小さい2。そこで乙女座銀河
団あたりまでの超新星爆発からの重力波3を検出することを目的としていくつかの計画が
推進されている。超新星爆発からの重力波を検出することによって電磁波やニュートリノ
からは得られない超新星の情報4が得られることが期待されている。
連星中性子星は公転運動によって重力波を放出している。これによりエネルギーが失わ

れて公転周期が変化していく。Taylor & Hulseは公転周期の変化の観測値と理論値が一致
することを示して、重力波の存在を間接的ではあるが証明した [3]。実際にはこの重力波
は地上で検出することは難しい。その理由はこの重力波は極めて低い周波数であり、低周
波では地面振動が大きいからである。しかしこの重力波放出によって連星系のエネルギー
が失われていき最後に衝突する。そのときに周波数が高く5、振幅の大きい6重力波が放出
されることが期待される。連星中性子星自体の寿命は長いが 200Mpcまでの範囲では検出
可能な eventが年数回おこることが期待されている7。この衝突からくる重力波からも中
性子星などに関する情報8が得られることが期待されている。
この他の重力波源としては以下のものがあげられる9。

� 巨大ブラックホールの形成
� 新生パルサー
� 宇宙ひも
� 背景重力波放射

2.3 重力波の検出

重力波を検出する方法としてはいくつかの方法が考案されているが、ここでは地上に設
置される検出器である共鳴型重力波検出器 [5, 6]と干渉計型重力波検出器 [11, 10]につい

1h � 10�18。
230年に 1回程度。周波数は� 1kHz。
3年に数回程度。振幅は h � 10�21。
4電磁波やニュートリノが相互作用によって情報を失っても、重力波は相互作用が弱いので情報を持ち続

けることができる。
5100Hz程度。
6200Mpc以内なら h � 10�21。
7現在線バーストは連星中性子星の衝突ではないかといわれている。
8具体的には [11]参照。
9周波数が低く、地上では観測不可能と思われるものも含まれている。
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て概観する。
この他にはドップラートラッキング、パルサータイミングという宇宙空間に設置される、

もしくは天文現象を利用する検出方法もある。

2.3.1 共鳴型重力波検出器

共鳴型重力波検出器はWeberにより考案開発された検出器であり、現在も研究が進め
られている。基本原理は図 2.2を参照。

spring constant : k

natural length : l0

m m
ω0 = (k/m)1/2

図 2.2: 共鳴型重力波検出器の原理

2つの質点がバネ定数 k,自然長 l0のバネでつながれてる。TT-Gaugeで解釈すると重力
波がやってくるとバネの固有長が変化し、その変化に比例した復元力をバネは質点に及ぼ
し、質点は振動する。そのときのバネの自然長からの変化を�とし、hの 1次までの考慮
すると、その運動方程式は以下のようになる。バネは x軸と平行とする。

m
d2�

dt2
+m

!0
Q

d�

dt
+m!0

2� =
1

2
ml0

@2hTT+
@t2

(2:31)

但し!0は共鳴角周波数で、k = m!0
2である。また左辺第 2項は速度に比例した抵抗力を

表す。Qは散逸の大きさを表す parameterで Q値と呼ばれる10。これは散逸のある調和
振動子が重力波、自然長、質量に比例した外力をうける形になっている。
実際の検出器は金属の弾性振動を利用する。弾性振動も換算質量という概念を導入すれ

ばその運動方程式は式 (2.31)と等価になる。明らかに共鳴型検出器は共鳴周波数!0付近
の重力波しか検出ができない。共鳴周波数は材質、形状、大きさを変えることによりある
程度調整することが可能である。しかし実際には外力が質量やサイズに比例することも考
えて、質量は 10ton、大きさは数m、共鳴周波数は 1kHz程度にとられることが多い。ま
た散逸が小さい方が検出上有利であるために Q値の高い物質11が使用される。そのため

10詳細は第 3章参照。
11アルミ合金 5056がよく利用される。
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共鳴型の主な雑音の 1つである熱雑音を下げるためには温度を下げる以外に方法はなく
低温に保たれる。弾性振動を電気信号に変換する装置をトランスデューサと呼ばれ、この
開発も進められている。

2.3.2 干渉計型重力波検出器

式 (2.25)より 2つの自由質点が微小に離れて存在した場合、重力波がやってくると質
点間の偏差は変化する。2つの質点間を光を往復させ、偏差の変化に伴う往復時間の変化
を検出するのが干渉計型の原理である。干渉計型が共鳴型に比べて優れている点はより広
い周波数帯において観測が可能であるということである。

干渉計型検出器の原理

ここで重力波がやってきたときの自由質点の運動方程式について考える。座標は TT-

Gaugeを採用する。重力場の測地線方程式は以下のとおりである。

d2x�

d� 2
� ����

dx�

d�

dx�

d�
= 0 (2:32)

質点は最初静止していたとしよう。すると式 (2.32)において� � ctとなり、第 2項は��00

を含む項以外は 0になることがわかる。そして式 (2.26)より��00 = 0となることがわか
る。これは重力波がきても自由質点の座標は変わらないことを意味する。ここで図 2.3の
ような干渉計を考える。
x,y軸を干渉計の腕に沿ってとり、さらにこれに垂直に z軸をとる。x軸に沿った腕か

ら Photo Detectorに来た光の複素振幅をA1 exp(i�)、y軸に沿った腕から Photo Detector

に来た光の複素振幅を A2とする。但し A1; A2は実数。このとき Photo Detectorが受ける
光の強度 Iは

I = jA1 exp(i�) + A2j2 = jA1j2 + jA2j2 + 2A1A2 cos � (2:33)

となる。重力波がくると�が変化する。よって Photo Detectorで光の強度を測定すること
によって重力波を検出することができる。
具体的にどの程度位相差�が生じるか計算してみよう。z軸にそって Plus Modeの重力

波が進んできたとする。以後 h+を hと表記する。このときの微小世界距離 ds2は以下の
ようになる。

ds2 = �c2dt2 + (1 + h)dx2 + (1� h)dy2 + dz2 (2:34)

干渉計を構成する鏡は自由質点のように振る舞うと仮定すれば先ほどの議論から鏡の座
標は変化しない。その座標を (l1,0)、(0,l2)とする。
光源からやってきた鏡は Beam Splitterで分割される。その時間を tとしよう。光が x

軸に平行な腕を往復して Beam Splitter に帰ってきた時間を t1としよう。光であるから
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図 2.3: 干渉計型重力波検出器の原理

ds2 = 0であり、x軸に沿って往復したので dy = dz = 0となるので式 (2.34)より

Z t1

t

dt0q
1 + h(t0)

=
Z l1

0
dx+

Z 0

l1
(�dx) (2:35)

となる。ここで jhj � 1という近似を用いる。さらにこの条件のもとでは t1 � t+ 2l1=c

である。よって

(t1 � t)� 1

2

Z t+
2l1
c

t
h(t0)dt0 =

2l1
c

(2:36)

となる。光が y軸にそって往復して帰ってきた時間を t2とすると同様の式を求めること
ができる。この時 hの符号が変わることに注意。
干渉計は 2本の腕の光の位相差�を測定する装置である。重力波がやってきた場合の位

相差は光の角周波数を
として

�(t) = 2�
(t1 � t2) = 4�
(l1 � l2) + 2�

Z t+ 2l

c

t
h(t0)dt0 (2:37)

となる。但し l � l1 � l2という近似を使った。第 2項が重力波による位相差の変化であ
り、これが検出すべきものである。
第 2 項を�GRとおく。ここで h から�GRへの伝達関数 HMichelson(!) を求める。これは
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h; �GRの Fourier成分~h; ~�GRの比で定義される12。式 (2.37)から計算すると

HMichelson(!) =



!
sin

 
l!

c

!
exp

 
�il!

c

!
(2:38)

となる。これからわかることは! ! 0ではHMichelsonは lに比例することである。よって基
線長は長いほどよいように見える。しかし lを大きくして sinの線形近似が成り立たなく
なってくると lを大きくしてもHMichelsonは大きくならない。観測する周波数を!0としたと
きに最適な lは!0l=c = �=2を満たす。例えば 1kHzの重力波を検出したいときに最適な基
線長は l = 75kmである。

Delay-Line と Fabry-Perot

単純な Michelson干渉計だと 1kHz の重力波を検出するために基線長は 75km でなけ
ればならないことがわかった。しかし現実にはこのような干渉計をつくるのは極めて困
難である。そこで短い基線長でも長い光路長を実現させる方法として Delay-Line方式と
Fabry-Perot方式が考えられている。

End mirror

Front mirror

LASER Cavity

Beam
Splitter

Photo Detector

End mirror

Front mirror

LASER Beam
Splitter

Photo Detector

N=4

Delay-Line Fabry-Perot

図 2.4: Delay-Lineと Fabry-Perot

Delay-Line方式は鏡の間を N=2回光を往復させる方法である。Nは折り返し数と呼ば
れる。但し同じ経路を何度も往復するのではない。図 2.4のように 1本の長い経路が 2枚

12今後 xの Fourier成分を~xと表記する。
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の鏡の間に折り畳まれている形になっている。この場合の伝達関数HDL(!)を求めるのは
簡単である。図 2.3は N = 2の Delay-Lineだと思えばよい。つまり式 (2.38)において lを
Nl=2と置き換えればよい。

HDL(!) =



!
sin

 
Nl!

2c

!
exp

 
�iNl!

2c

!
(2:39)

Fabry-Perot方式は両腕にFabry-Perot cavityを設置する方式である。Fabry-Perot cavity
はもともと 2枚の鏡を平行に向き合わせたものであり、波長の半整数倍が cavityの長さ
に等しい周波数の光のみを透過させる。簡単な構造だが性能のいいバンドパスフィルター
として使われている。Fabry-Perot cavityを透過する光は cavity内で共鳴している状態で
あり、cavity内に長い間滞在している。これは cavity内を往復していることと等価とな
り、長い光路長を実現させることができる。このときの伝達関数 HFPを求めるのは難し
い。結論だけ述べる [11]と

HFP(!) =
�


!
sin

 
!l

c

!
exp

 
�i!l

c

!
1

1� r1r2 exp(�2i!l=c) (2:40)

� =
t1
2

(t12 + r12)r2 � r1
(2:41)

但し r; tは鏡の (振幅)反射率と透過率であり添字の 1,2は Front mirror,End mirrorを示
す。絶対値を考えると

jHFP(!)j = �


!(1� r1r2)

j sin(!l=c)jq
1 + F sin2(!l=c)

(2:42)

F =
4r1r2

(1� r1r2)2
=
�
2F
�

�2
(2:43)

Fはフィネスと呼ばれ Fabry-Perot cavity の共鳴の鋭さを表す parameter である。また
Delay-Line方式に出てきた折り返し数に対応する parameterは 2F=�で表されるので光が
等価的に何回往復したかを表す parameterでもある。
ここで干渉計を構成する光学部品が動くことを考えよう。これらはもちろん重力波検出

という目的からいうと雑音である。この振動の振幅�xに相当する重力波の検出限界 hlimit

を考える。光路長の大部分はDelay-Lineにせよ、Fabry-Perotにせよ 2枚の鏡の間にある
ためこの鏡の動きに干渉計は敏感である。しかしBeam Splitterの動きには敏感ではない。
よってこれら 4枚の鏡の振動のみ考えればよい。振幅 hの重力波が来た時に、式 (2.34)

より片方の腕の長さは hl=2縮み、もう片方は hl=2縮む。よって両方の腕の長さの差は hl

だけ変化する。一方 1つの鏡だけ振幅�xで振動すると両方の腕の長さの差は�xだけ変化
する。よってこの振動による検出限界 hlimitは

hlimit =
�x

l
(2:44)
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となる。4枚の鏡が無相関で振幅�xで振動していたら 4倍すればよい。しかしここで 4倍
すべきは揺らぎの 2乗平均であることに注意。つまり振幅は

p
4 = 2倍しなくてはいけな

い。この考えは熱雑音の計算をするうえで重要である。

世界の大型干渉計計画

研究開発を目的としたプロトタイプの干渉計型重力波検出器は存在するが観測を目的に
つくられたものはまだない。しかし現在観測目的の大型干渉計の建設計画が各国で進めら
れているので紹介する [10]。表 2.1も参照のこと。
アメリカは LIGO 計画を進めている [7]。これは基線長 4km の干渉計をアメリカの

Hanford(Washington) と Livingston(Louisiana) に建設する計画である。両者は 3000km

離れている。相互にデータを参照することにより雑音除去などを行なう。
イタリアとフランスは共同で VIRGO計画を進めている [8]。基線長 3km の干渉計を

Pisa (Italy)に建設する計画である。地面振動により低周波の重力波を観測するのは難し
いが VIRGOでは性能のいい防振装置を開発し、低周波の重力波検出を可能にすることを
目的の 1つとしている。
ドイツとイギリスはGEO計画を推進している [9]。Hannover(Germany)に基線長 600m

の干渉計を建設する計画である。他の計画は Fabry-Perot型Michelson干渉計を採用して
いるが GEOは Delay-Line型Michelson干渉計を採用している。
日本は現在 TAMA計画を推進中である [10]。

表 2.1: 世界の大型干渉計計画

計画名 国 タイプ、基線長 完成予定
LIGO アメリカ Fabry-Perot 4km (2基) 2000

VIRGO イタリア/フランス Fabry-Perot 3km 1999

GEO ドイツ/イギリス Delay-Line 600m 1998

TAMA 日本 Fabry-Perot 300m 1998

TAMA300

TAMA計画は基線長 300mの干渉計型検出器を東京の国立天文台三鷹キャンパスに建
設する計画である。建設目的は 2つある。まず将来 kmクラスの干渉計を建設するために
必要な技術の確立である。もう 1つは実際に観測を行なうことである。具体的にはアンド
ロメダ銀河の距離 (700kpc)程度までの重力波イベントをターゲットとしている。観測期
間は 1998年度前半 (Phase I)と 1999年度後半 (Phase II)である。観測帯域は中心周波数
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300Hz、帯域幅 300Hzであり、Phase IIにおける観測帯域の目標感度は hrms = 3� 10�21

である13。
図 2.5は TAMAが目標とする感度である14。図 2.5において感度を limitしている雑音

についてこの後紹介する。
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図 2.5: TAMA300の Sensitivity

Seismic Noise

図 2.5より低周波域は Seismic Noiseで limitされていることがわかる。地面振動は東京
では15以下のようなパワースペクトル密度になることが知られている。

Gseismic(f ) =
10�7

f2

h
m/
p
Hz

i
(2:45)

この地面振動による鏡の振動を抑制するために防振が必要となる。TAMAでは防振系
として Stackと X-pendulumと Suspension Systemを採用している。
ここではとくに Suspension Systemについて紹介する。Suspension Systemは Double

Pendulumである。中間 massが懸架されその下に鏡が懸架される。中間 massの近くに
13パワースペクトル密度 (定義は第 3章を参照のこと。)でなく観測帯域で積分した値である。
14この図の縦軸 hrmsは本当は中心周波数 f、帯域幅 fでパワースペクトル密度を積分して平方根をとった

ものであるが、パワースペクトル密度に
p
fをかけるという近似を行なっている。

15他の場所でも f�2に比例するが、10�7という係数は変わる。
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は、永久磁石が配置される。具体的な形や parameterは第 4章や Appendix Aを参照の
こと。
これらはどのような防振性能を持つのか考察する16。そのためまず一番簡単な防振とし

て Pendulumとして鏡を懸架することを考える。鏡は水平方向には自由質点のように振る
舞うことが検出器の原理から要請されるが、これは懸架することにより実現される。
鏡がワイヤーで懸架されているとし、鏡の位置を x、支点の位置をXと置く。Xの揺ら

ぎが地面振動に相当する。さらに支点と鏡の相対速度に比例する摩擦力が鏡にかかるとす
ると運動方程式は以下の通りになる。

m
d2x

dt2
+
m!0
Q

 
dx

dt
� dX

dt

!
+m!0

2(x�X) = 0 (2:46)

但し!0は pendulumの共鳴角周波数であり、QはQ値を表す。この方程式を Fourier変換
し、~xと ~Xの比である防振比Hsingleを求めると

Hsingle(!) � ~x
~X
=

i!0!
Q

+ !0
2

�!2 + i!0!
Q

+ !02
(2:47)

pendulumの共鳴周波数はほぼ 1Hzであり、観測帯域は 300Hzであることから、! � !0

が成り立つ。そして散逸が小さい、つまり観測帯域において! � Q!0が成立すると仮定
すると式 (2.47)は

Hsingle � �!0
2

!2
(2:48)

となる。
Double Pendulumにすると防振比をさらに向上させることができる。観測帯域におい

てはDouble Pendulumの防振比Hdoubleは Single Pendulumの防振比 (2.48)の 2乗になる
[11, 74]。

Hdouble =
!0

4

!4
(2:49)

TAMAの Suspension SystemはDouble Pendulumであり、このことにより観測帯域にお
いて充分な防振比を実現することができると考えられている。
地面振動のパワースペクトル密度 (2.45)に防振比の絶対値をかけると、鏡の振動のパ
ワースペクトル密度になる。このパワースペクトル密度を全周波数領域で積分することに
よって鏡の振動の rms(root mean square)振幅を計算することができる。この rms振幅は
防振した状態でもかなり大きくそのままでは干渉計を共鳴状態にすることはできない。そ
こで鏡には制御がかけられる。しかしあまり rms振幅が大きい場合には制御をかけるこ
とさえ不可能になる。そこで防振系は観測帯域における地面振動をおさえるだけでなく、
rms振幅も大きくしないように設計されなくてはならない。pendulumには共振が存在す

16以下の話は Stackや X-pendulumにも適用できる。
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るのでその周波数における地面のパワースペクトル密度が rms振幅に大きく寄与するこ
とが考えられる。そこで Suspension Systemの中間massの近くに強力な永久磁石を配置
し、中間massの振動を中間mass中の eddy currentと磁場の couplingによって dampす
る (magnet damping)。これによって共鳴ピークをつぶすことができる。しかしこのとき
磁石が地面に対して固定されていると、磁石が地面と一緒に振動し、中間massはそれに
ひきずられるため、観測帯域の防振比が悪化する。そこでこの磁石も懸架することによっ
て防振する。
TAMAの Suspension Systemはいままで議論した技術が導入されており、観測帯域の

地面振動を抑え、なおかつ rms振幅も制御が可能な程度に抑えることができると考えら
れる。Suspension Systemの具体的な parameterを決定するにはさらに様々な点を考慮す
る必要があるがその詳細は [74]を参照してほしい。

熱雑音

図 2.5より肝心の観測帯域は熱雑音によって limit されることがわかる。この図では
Pendulumと Internal modeの熱雑音が示されている。熱雑音とは熱浴からエネルギーを
得ることにより物理量が揺らぐ現象である。Suspension Systemは熱浴中に存在するので、
エネルギーを受けとり振動する。このことにより鏡の位置や角度が揺らぐ。これは干渉計
の光路長差の揺らぎを起こすため、重力波検出という目的から見れば雑音となる。この雑
音は Suspension Systemの熱雑音と呼ばれる。とくに鏡の位置が光軸の方向に揺らぐこと
を Pendulumの熱雑音と呼ぶ。また鏡自体も熱浴からエネルギーを得て、弾性振動を行な
う。これも光路長差の揺らぎを引き起こす。これは鏡の (internal modeの)熱雑音と呼ば
れる。
この熱雑音は本論文の主題である。第 3章において熱雑音の一般論、第 4章にて Sus-

pension Systemの熱雑音、第 5章において鏡の熱雑音について議論する。第 6章におい
てはそれらをまとめ、TAMAにおける熱雑音を議論する。

Shot Noise

図 2.5によると高周波域では Shot Noiseで limitされる。Shot Noiseは光が量子化され
ていることに起因する Photo Detectorの光電流の雑音である。Shot Noiseのパワースペ
クトル密度 GIは eを電荷素量、IPを光電流として

GI(f) =
q
2eIP (2:50)

と表される [11]。これにより干渉計で観測できる最小の位相差��GRは

��GR =

s
2�h


�P
(2:51)
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となる [11]。但し
は光の角周波数、�は Photo Detectorの量子効率、Pはレーザーのパ
ワーである。またこれで limit される h の大きさは式 (2.51)に先ほど議論した重力波検
出器の伝達関数 (2.39)(2.40)の絶対値の逆数をかければよい。式 (2.51)からレーザーのパ
ワーが大きいと shot noiseが下がることがわかる。このためレーザーのパワーを上げるこ
とが必要になるがその方法としてレーザー源のパワーの向上とパワーリサイクリングが
考えられる。パワーリサイクリングは干渉計から光源に帰っていく光を鏡で干渉計にもど
すことにより干渉計内部のレーザーのパワーを実効的に高くする技術であり、PhaseIと
PhaseIIの間に導入が行なわれる予定である。

その他のノイズ

雑音は今までに述べたものだけでなく、光源に由来する雑音 (周波数雑音、強度雑音、
ビームジッター)、残留ガスの揺らぎ、ミスマッチッングとミスアラインメントによるも
のなどが存在する。
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第 3章

熱雑音について

重力波検出のように極めて精密な測定の場合、問題となる雑音として熱雑音があげられ
る。これは熱浴からエネルギーを得ることにより物理量が揺らぐ現象である。昔からよく
知られているものとしては Brown運動がある。これは微粒子に熱運動している回りの分
子が衝突することによって微粒子が不規則な運動を行なうことである。この現象に対する
上記のような解釈を初めて与えたのは A.Einsteinである (1905) [12] 。また普通精密測定
で問題となる熱雑音は電気回路における抵抗の熱雑音である。これは抵抗中の電子の熱運
動によって抵抗の両端に電位差の揺らぎが生じる現象である。これはNyquistによって発
見された (1928) [13] 。この論文においては重力波検出器の機械系 (Suspension Systemと
鏡)の熱雑音を議論する。
この章では今後の議論において必要な熱雑音の基礎知識について紹介する。まず熱雑音

を議論する上で欠かすことのできないエネルギー等分配則と揺動散逸定理について紹介
する。揺動散逸定理を用いることにより系の散逸から揺動 (熱雑音)を計算することがで
きる。そのあと具体的に調和振動子の熱雑音を計算する。この調和振動子の熱雑音はこの
後の章で常に用いられる。最後に散逸の具体例を概観する。

3.1 干渉計型重力波検出器における熱雑音

熱浴中に調和振動子があるとそれはエネルギーを得て、平衡位置から揺らぐ。これも熱
雑音であるが、その大きさ、つまり揺らぎの時間 2乗平均x2は1エネルギー等分配則を用
いて容易に計算できる。振動子の質量をm、共鳴角周波数を!0、Boltzmann定数2 を kB、
温度を Tとして、

x2 =
kBT

m!02
(3:1)

1xはエルゴード仮説を満たす、つまり時間平均xとアンサンブル平均< x >は等しいとする。
2kB = 1:38� 10�23[J/K]
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である。重力波検出器の雑音は周波数領域で記述されるので、熱雑音x2の周波数成分を知
る必要がある。そこでパワースペクトル密度という概念を導入する。詳細は [23]に譲る
が以下のような関数である。但し fは周波数。

x2(t) =
Z
1

0
Gx(f)df (3:2)

つまりGx(f )はx2への各周波数成分の寄与を表した関数である3。このパワースペクトル
密度は調和振動子の場合共鳴周波数 f0 = !0=2�で極大になりその他の周波数ではかなり
小さくなる。そこで干渉計型重力波検出器においては Suspension Systemや鏡の振動モー
ドの周波数が観測帯域に入らないよう4に注意して設計を行なう必要がある。
だが共鳴から離れた周波数においても Gxは 0になるわけではない。重力波検出におい

てはこのような小さい値でも問題となる可能性があるので詳細を知る必要がある。しかし
式 (3.1)からわかるのは、パワースペクトル密度を全周波数領域で積分した値だけであっ
て、特定の周波数におけるパワースペクトル密度ではない。それを知るためには揺動散逸
定理を利用する。
揺動散逸定理は物理系における揺動と散逸の関係を記述する定理である。調和振動子

を例にとってみよう。振動子の熱雑音は質点に揺動力が加わって生じると考えることがで
きるが、この揺動力の性質はこの振動子の散逸の性質によって一意に決まってしまうので
ある。つまり揺動と散逸は独立ではなく、関係づけられたものなのである。この関係が成
立する理由は、揺動も散逸も外界 (熱浴)との相互作用によって生じるものであるがその
相互作用の方程式が同じであるからである。揺動散逸定理の具体的な内容 [14, 15]は次の
sectionで述べる。

3.2 揺動散逸定理

ここでは揺動散逸定理の具体的な内容について議論する。ある物理系の揺動を知りたけ
ればその系に関する運動方程式を散逸まで含めて正しく知る必要がある。ここでこの物理
系を表す座標の 1つである xの揺動を知りたいとしよう。まず運動方程式に揺動を導入す
る必要があるが、そのためにこの物理系の Hamiltonianに�f(t)x(Lagrangianなら f(t)x)

という摂動項を加えて運動方程式を導けば良い。この f(t)は一般化された揺動力と呼ば
れる。
このあと運動方程式を Fourier変換し、この系の impedance5

Z(!) � ~f(!)=~_x(!) = ~f(!)=i!~x(!) (3:3)

3よく
p
Gxもパワースペクトル密度と呼ばれるので注意。

p
Gxは振幅に相当する。また加法や積分がで

きるのは Gxの方であることも注意。
4この要求は防振の方からも出される [74]。
5これは電気回路の impedanceを一般化したものである。
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を求める6。また impedanceの実部 Rを resistance7、impedanceの逆数 Yを admittance、
admittanceの実部�を conductanceと呼ぶ。

R(!) � Re[Z(!)] (3.4)

Y (!) � 1=Z(!) (3.5)

�(!) � Re[Y(!)] (3.6)

また
H(!) � ~x(!)= ~f(!) (3:7)

を伝達関数と呼ぶ。xの周波数 fにおけるパワースペクトル密度をGx(f)とすると以下の
関係式 [14]が成立する8。

Gx(f) =
4kBT�(!)

!2
(3:8)

一般に impedanceや admittanceの実部は系の散逸を表すのでこの式は系の揺動と散逸の
関係を表している。これは第 1種揺動散逸定理と呼ばれる。あまり行なわれないが伝達関
数を用いて第 1種揺動散逸定理を書き表すこともできる。それは以下の通り。

Gx(f) = �4kBT Im[H(!)]

!
(3:9)

また揺動力 f(!)のパワースペクトル密度 Gfとおくと以下の式 [14]が成立する。

Gf (f) = 4kBTR(!) (3:10)

これが第 2種揺動散逸定理である。

3.3 調和振動子の熱雑音

3.3.1 調和振動子の熱雑音のパワースペクトル密度

抽象的な話が続いたのでここで具体的な例について論ずる。調和振動子の熱雑音につい
て調べよう [15]。質量を m、共鳴角周波数を!0、位置を x、揺動力を f(t)とすると運動
方程式は以下の通り。

m�x+m!0
2x = f(t) (3:11)

この方程式には散逸が入っていないがとりあえず Fourier変換を行ない、散逸を表す項を
導入しよう。

�m!2~x+m!0
2[1 + i�(!)]~x = ~f (3:12)

6 _xは xの 1階時間微分を表す。
7電気回路の resistanceを一般化したもの。
8fの関数であるのに右辺は! = 2�fを使っている。consistentな表記ではないがよく行なわれる表記で

あるので従った。但し積分を行なうときの変数は fであることに注意。
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バネ定数 m!0
2が m!0

2[1 + i�(!)]となった。これを複素バネ定数と呼ぶ。新たに加わっ
た虚部が散逸の大きさを表すわけである。�が大きければ散逸は大きい。その具体的な
形や物理的意味は後にしてとりあえず熱雑音のパワースペクトル密度を求めよう。まず
impedanceを求めると

Z(!) =
�m!2 +m!0

2[1 + i�(!)]

i!
(3:13)

式 (3.13)を式 (3.8)に代入すると

Gx(f) =
4kBT

m!

!0
2�(!)

(!2 � !02)2 + !04�2(!)
(3:14)

これが調和振動子の熱雑音のパワースペクトル密度である。

viscous dampingと structure damping

ここでは�(!)の modelとして viscous damping modelと structure damping model に
ついて考える。
viscous damping modelでは�(!)は以下のような形になる。

�(!) =
!

!0Q
(3:15)

Qは正の定数でありQ値9と呼ばれる。この場合散逸を表す項は i!~xに比例する。つまり
速度に比例した減衰力が加わるという有名な散逸の model を表しているわけである。Q
値はその散逸の大きさを表す。Q値が大きいほど散逸は小さい。
viscous dampingのときのパワースペクトル密度は式 (3.14)より

Gx(f) =
4kBT

mQ

!0
(!2 � !02)2 + !02!2=Q2

(3:16)

先ほど述べたように干渉計型重力波検出器において問題となるのは共鳴から離れた周波
数における熱雑音の大きさである。そこで共鳴から離れた周波数でどのような形に近似で
きるか調べよう。但し Qはどんなに小さくても 1程度とする。まず! � !0のときは

Gx(f) =
4kBT

m!03Q
= constant (3:17)

! � !0のときは

Gx(f ) =
4kBT!0
mQ

1

!4
/ f�4 (3:18)

一方 structure dampingの場合�(!)は次のような形になる。

�(!) =
1

Q
(3:19)

9Q-value or Q factor
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この場合も Qは Q値と呼ばれる。このmodelの詳細は後述。
さて structure damping modelにおける熱雑音は式 (3.14)より

Gx(f) =
4kBT

mQ!

!0
2

(!2 � !02)2 + !04=Q2
(3:20)

viscous damping同様に共鳴から離れた周波数帯における近似式を求めると以下の通り。
但し Q� 1とする。まず! � !0のときは

Gx(f) =
4kBT

m!02Q

1

!
/ f�1 (3:21)

! � !0のときは

Gx(f) =
4kBT!02

mQ

1

!5
/ f�5 (3:22)

となる。
調和振動子の熱雑音のグラフ (viscous dampingの場合と structure dampingの場合) は

図 3.1参照のこと。
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図 3.1: T=300[K], m=1[kg],!0=2� =1[Hz],Q=5 � 105 とした場合の調和振動子の熱雑音
のパワースペクトル密度

Q値とは

いままでは�(!)や Qを天下り的に扱ってきたが、ここではその意味や性質について考
えてみよう。
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まず�(!)が散逸を表すことを示そう。但し�(!)� 1とする。位置 xやバネの復元力 F

は周波数領域においては以下のように記述される。

~F = �m!02[1 + i�(!)]~x (3:23)

である。これは復元力の位相が�だけ位置の位相より遅れることを意味する。復元力によ
る仕事率は F _xであるのでこれを 1周期にわたり積分して復元力が 1周期になす仕事を求
めて、系の全エネルギーで規格化を行なうと�2��となる。この仕事はまさしく散逸した
エネルギーであり、2��は 1周期の間に失われるエネルギーの全エネルギーに対する割合
を示している。
また viscous dampingでも structure dampingでも以下の式が成り立つ10。

�(!0) =
1

Q
(3:24)

先ほど Q値は散逸の大きさを表すと書いたが、式 (3.24)からいうと共鳴周波数における
散逸の大きさを表すといったほうがより厳密である。
この Q値を計測する方法を 2つ紹介する。
まず調和振動子に外力を加えることを考える。式 (3.11)の f(t)を以下の様にする。

f (t) =

8<
: A exp(i!0t) (t < 0)

0 (t > 0)
(3:25)

このときこの運動方程式を解くには、Fourier変換をしてやり、~xについて解き、逆Fourier

変換をしてやればよい。結果 (t > 0)は以下の通りである11。

x(t) / exp

 
�!0t
2Q

!
sin(!0t) (3:26)

つまり共鳴状態に励起したあと、励起信号を切って、減衰する速さから Q値を求めるこ
とができる。Q値が高いほど減衰時間が長いので高い Q値の測定にむいている。
もう 1つは伝達関数を測定することである。調和振動子において伝達関数の絶対値の 2

乗は以下のようになる。

jH(!)j2 = 1

m2[(!2 � !02)2 + !04�2(!)]2
(3:27)

この関数は! = !0のときピークとなる。このピークの半値幅�!0を求めよう。�!0 の定
義は以下の通り。 ����H

�
!0 � �!0

2

�����
2

=
jH(!0)j2

2
(3:28)

10というよりこの式を満たすように Q値は定義されている。
11先ほど 1周期に散逸するエネルギーの全エネルギーに対する割合は 2��だと述べたが、これを利用して

微分方程式をたてて解くこともできる。
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但し� � 1とする。するとピークの幅は小さくなるので�(!) � �(!0) = 1=Q;�!0 � !0

という近似を使うことができる。よって半値幅は

�!0 =
!0
Q

(3:29)

となる。よって伝達関数を測定して半値幅�!0を求めれば Q値がわかる。Q値が低いほ
ど�!0は大きくなるので低い Q値12の測定にむいている。
散逸の大きさを測定するときQ値を測定することが多い。その理由はもともと Suspen-

sion Systemと鏡は散逸が極めて小さい系13なので散逸の大きさを正確に測定することは
極めて困難であり、そして唯一の例外は共鳴周波数だからである。共鳴周波数における系
の振る舞いを決定するのは散逸である14。では Q値だけによって散逸の性質が全て明ら
かになるのだろうか。実はそうではない。Q値からわかるのは共鳴周波数における散逸
だけである。例えば viscous dampingであるか structure dampingであるかは他の周波数
において散逸を計測しないとわからない。しかし他の周波数においては散逸は小さく、測
定するのは困難である。そして viscous dampingか structure dampingのいずれをとるか
で図 3.1からも明らかなように共鳴から離れたところでの熱雑音の大きさは大きく変わっ
てきてしまう。干渉計型重力波検出器の熱雑音を推定する困難の 1つはここにある15。し
かし現実の系においては共鳴が 1つだけではないのでいくつかの共鳴において Q値をは
かることによってだいたいの散逸の周波数領域での振る舞い、すなわち�(!)の形がわか
る。このようにして共鳴周波数から離れた領域における�(!)の形を推定することが可能
である。ただ重力波検出器においては観測帯域に共鳴周波数がないようにするため、観測
帯域においては他の周波数帯から散逸の大きさを推定することによる不確定性が残る。

3.4 散逸の具体例

揺動散逸定理によると熱雑音は系の散逸で決定されるので、どのような散逸が存在する
のか、そしてどのような性質を持つのかを把握することが肝要となる。ここでは様々な散
逸について述べる [15]。大きくわけて外部から加わる抵抗力による散逸と物質内部で生じ
る散逸、そして物質の接触面で生じる散逸がある。

3.4.1 外部からの抵抗力による散逸

これは散逸の原因が Suspension Systemや鏡の外部にあるものである。これらの散逸も
複素バネ定数を使用して記述することができる。しかし注意すべきはバネ定数に散逸を加

12低いといっても Q� 1を満たす必要はある。
13magnet dampingを除く。
14式 (3.12) を見ると共鳴周波数では加速度項と復元力項が相殺して揺動力と散逸が等しくなることがわ

かる。
15共鳴型は共鳴における熱雑音が問題になるのでこのような問題はない。
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えるのでポテンシャルエネルギーが散逸するように見えるが散逸の原因が外部にあるとき
は運動エネルギーが散逸しているということである。つまりこの散逸を複素バネ定数で表
すことは数学的には可能であるが物理的意味を考えるとあまりよくない。しかしここでは
表記を統一するために複素バネ定数を用いる。

残留ガスによる散逸

重力波検出器は真空容器中に設置される。容器中の残留ガスにより、速さに比例した抵
抗力がかかる。よって残留ガスによる散逸は viscous dampingである。TAMAにおいて
は真空度は 10�6Pa である16。この程度の真空になると分子の平均自由行程は Suspension

System や鏡のサイズより大きく、残留ガスの粘性よりも残留ガスの分子が Suspension

Systemや鏡に衝突して運動量を奪うことによる散逸の方がはるかに大きくなる。このよ
うな気圧のときにおこる散逸の Q値 [15, 16, 17]は

Qgas = Ch
�!0

n
p
mmolkBT

(3:30)

となる17。但し Cは振動子の形状に依存した無次元数 (但しほとんど 1)、h は振動子の
大きさ、�は振動子の密度、!0は振動子の共鳴角周波数、n はガスの分子数密度、mmol

は分子の質量である。TAMA においてどの程度になるか計算してみよう。h � 0:1[m],

� = 2:2[g/cm3], !0 � 2�[rad/s] として計算すると、

Qgas = 4� 1011

となる。現実問題としてはQ = 107に到達することですら、非常に困難であるので残留ガ
スによる散逸は無視できることがわかる。また式 (3.30)から、実際に Q値を測定すると
きは 10�3Pa程度18の真空度が確保できれば充分である。

eddy currentによる散逸

磁場中を導体が運動すると、導体内部に誘導起電力による渦状の電流が発生する。これ
が eddy currentである。eddy currentにより生じる磁場と外部磁場との相互作用によって
導体の運動が dampされる。eddy currentによって生じる抵抗力を Fmagnetとし、導体の
位置を xとすると

Fmagnet = A�B
@B

@x
_x (3:31)

167:5� 10�9Torr
17共鳴角周波数!0に比例することに注意。これは viscous dampingの特徴である。抵抗力と速度の間の

比例係数が定数であることが原因となっている。
1810�5Torr

30



Aは導体の形状に依存する因子、�は導体表面の導電率、Bは磁場である。明らかに viscous

dampingである。これが im!0
2�(!) = im!0!=Qに相当する項であることから、

Qmagnet =
m!0

A�B @B
@x

(3:32)

となる。TAMAの Suspension Systemではわざと強い磁石 (damping magnet)を設置し
て、振動を dampする。その Q値の大きさは磁石の数や配置を調節することによって変
えることができる。実際には防振の点から Q値の大きさが決定されるのでその値になる
ように磁石の数や配置は設定される [74]。この他の磁場 (地磁気など)は damping magnet

に比べると小さいということから無視できると考えられる。

3.4.2 物質内部の散逸

今までに述べてきた散逸は外部に起因する散逸であった。これらは (damping magnet

による散逸を除けば)無視できることがわかった。よってこれから述べる物質内部の散逸
が現実の重力波検出器で問題となる。物質内部の散逸は複素バネ定数 m!0

2(1 + i�)を用
いて表すのが便利である。このバネ定数の虚部は散逸を表すが、これは何に起因するもの
であろうか。理想的な弾性体は応力が変化すると瞬時に応答し、ひずみが変化する。しか
し実際には応力の変化からひずみの変化までの間には有限の時間を有する。この位相の遅
れが複素バネ定数の虚部によって表されている。またこのような遅れを示す性質を弾性と
区別して擬弾性19 と呼ぶ。問題はこの虚部�がどのような周波数依存性を持つかというこ
とである。

structure damping

これは先ほど述べた散逸の大きさが周波数に依存しない model[�(!) = 1=Q] である。
様々な物質の内部散逸はこのような振る舞いをするということはかなり昔から実験によっ
て確認されていた [18]。さらに最近このmodelの検証実験が行なわれ、modelと矛盾しな
い結果が出ている [19, 20]。このような性質が普遍的に存在することに関しては疑いの余
地はないものの、どのような過程によってこのような性質が生じるかについてはアイデア
がないわけではないが20、説得力のある理論は今のところない。
さてmodelにはいくつか数学的な問題点がある。具体的にいうと数学的要請から�(!) =

1=Qという形が全周波数領域で成立することはない。まず位置 xも揺動力 fも実関数で
あるので�(!)は奇関数でなければならない。また structure dampingは周波数領域では
意味は明瞭であるが、時間領域でどのように書き表されるかは viscous dampingと違い、
解釈が難しい。これは周波数領域で記述された方程式を解いて、その解を逆 Fourier変換

19anelasticity
20転位に関連づけようとする試みがあるらしい [21]。
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によって時間領域の解にしようとすると積分が発散してしまうのである。この積分の発散
をなくすためには! ! 0と! !1で�! 0となる必要がある [20]。よって式 (3.19)は観
測帯域を含む広い周波数帯において散逸の大きさは周波数にほとんど依存しないことを
意味していると考えたほうがよい。

thermoelastic damping

これも擬弾性の 1例であるがこちらはどのような過程を経て起こる現象かはよくわかっ
ている。物質が変形し、非一様な伸縮が生じたとする。伸縮に伴い物質の温度が変化する
が、伸縮が非一様なので温度変化も非一様となる。このために物質内部に対流が生じ、内
部エネルギーが散逸する。これが thermoelastic dampingである。この過程の詳細は Zener

が論じている [22]。Zenerによるとワイヤーの thermoelastic damping の�(!)は次のよう
に記述される。

�(!) = �
!�

1 + !2� 2
(3:33)

但し

� =
E�2T

c
(3:34)

f0 =
1

2��
= 2:16

D

�
(3:35)

である。ここで Eは Young's Modulus、�は熱膨張係数、Tは絶対温度、cは単位体積当
りの比熱、dはワイヤーの直径、Dは熱拡散係数で、熱伝導率を�としてD = �=cという
関係にある。
散逸過程はこれだけではないのでこれらの式のみから散逸の大きさを推定することはで

きない。しかしこのような散逸過程についてはよくわかっているので散逸の下限 (Q値の
上限)を知ることはできる。

3.4.3 接触面における散逸

違う物質が接触していると変形時に摩擦などによって散逸が生じると考えられる。具
体的には pendulumのワイヤーとワイヤークランプ、ワイヤーと鏡、鏡と磁石等が考えら
れる。
これらについてはあまり計算はなされていない。そこでクランプ点で散逸が生じる調和

振動子というモデルを作って計算を行ない、散逸の周波数依存性を調べた。
散逸のあるバネは図 3.2のように理想的なバネに damperが並列に接続されたと考えら

れる。damperは両端の相対速度に比例した抵抗力を生じさせる。その比例係数 Rが周波
数に依存しなければ viscous dampingを表し、周波数に反比例すれば structure damping

を表す。これはバネの位置エネルギーの散逸を表している21。
21のちほど登場する Pendulum Modeにおけるワイヤーの曲げの弾性エネルギーの散逸もこのモデルで
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k
M

ω0=(k/M)1/2

R

図 3.2: 弾性エネルギーが散逸するバネ

k

Mω0=(k/M)1/2

R
k

Mω0=(k/M)1/2

R

図 3.3: クランプ点で散逸がおこるバネ
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ここではクランプ点における散逸を表すモデルとして、図 3.3のように damperと理想
的なバネが直列につながれているモデル22を考えた。damperの位置としては、固定点と
バネの間 (図 3.3 の左)と、バネと質点の間 (図 3.3の右)が考えられる23。
運動方程式から散逸の周波数依存性を導く。まず図 3.3の左の図から計算する。質点の

位置を xとし、damperとバネの連結点を xcとする。質点の質量はM、共鳴角周波数は
!0である。さらに質点に加わる揺動力を fとする。
運動方程式はフーリエ変換したものを考える。連結点におけるつりあいの式と質点の運

動方程式は以下の通り。

i!R ~xc = M!0
2(~x� ~xc) (3.36)

�M!2~x+M!0
2(~x� ~xc) = ~f (3.37)

図 3.3の右の図についても同様につりあいの式と運動方程式を考える。結果は以下の
通り。

M!0
2 ~xc = i!R(~x� ~xc) (3.38)

�M!2~x+ i!R(~x� ~xc) = ~f (3.39)

どちらの場合もつりあいの式を用いて、質点の運動方程式から ~xcを消去することができ
る。このようにして求められた式は damperとバネを複合バネとして見た運動方程式に相
当する。その運動方程式は左右どちらの図においても以下の通りである。

�M!2 +M!0
2

 
!2R2

!2R2 +M2!04
+ i

!RM!0
2

!2R2 +M2!04

!
~x = ~f (3:40)

damperが支持点と連結していても、質点と連結していても散逸の周波数依存性は同じと
いうことは、クランプの両端での散逸が同じならば、どちらの散逸も熱雑音への同等の寄
与をするということである。この調和振動子を鏡の Suspension Systemと対応させると、
熱雑音を減らすためには鏡を懸架するワイヤーの両端のクランプの散逸を配慮しなければ
ならないことがわかる。またRが大きくなると運動方程式 (3.40)の虚部が小さくなる、つ
まり散逸が小さくなることに注意。これはクランプ点での散逸が大きくなるとクランプ点
での相対運動が抑制されるので調和振動子全体からみると散逸が小さくなるからである。
Suspension Systemの場合、観測帯域は共鳴周波数よりずっと高く、クランプ点におけ

る散逸は非常に大きい24と考えられるので!R �M!0
2が成立すると考えて良い。このと

表すことができることに注意。曲げの弾性エネルギーはクランプ点付近に集中しているがあくまでもワイ
ヤー内部に存在するエネルギーである。

22これはクランプ点でバネと支持点、バネと質点が相対運動をして摩擦が生じていることに相当すると考
えられる。

23図 3.3、図 3.4のようなモデルが妥当か否かは実験で検証しないとわからない。
24そうでなければクランプ点で固定できない。
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き式 (3.40)は以下のように近似できる。

�M!2 +M!0
2

 
1 + i

M!0
2

!R

!
~x = ~f (3:41)

これよりクランプ点の散逸つまりdamperが viscous dampingに従う(R =constant)ので
あれば、運動方程式 (3.41)の虚部が!に比例するので調和振動子全体でも viscous damping

していることになる。クランプ点の散逸が structure damping(R / !)であれば調和振動
子全体でも structure dampingになる。

k

Mω0=(k/M)1/2

R
k

Mω0=(k/M)1/2 R

m m

図 3.4: クランプ点で散逸がおこる質量のあるバネ

これまでの計算ではバネの質量は無視して考えてきた。ここでは質量も考慮しよう。図
3.4のようにもとからある質点よりずっと軽い質量mの質点を導入する。これがバネの等
価的な質量を表す。この調和振動子の散逸の周波数依存性を計算する。但し k =M!0

2で
ある。図 3.4の左の図のような場合M !M +mとなるだけであり、M � mなのでバネ
の質量がない場合と変わらない周波数依存性になる。図 3.4の右の図のような場合はどう
であろうか。今度は質量 mの質点の位置を xcとして、質量 mとMの質点の運動方程式
を求めると以下のようになる。

�m!2 ~xc +M!0
2 ~xc + i!R( ~xc � ~x) = 0 (3.42)

�M!2~x+ i!R(~x� ~xc) = ~f (3.43)

先ほどと同様に ~xcを消去すれば、

�M!2 +

 
!2R2(�m!2 +M!0

2)

!2R2 + (M!02 �m!2)2
+ i

!R(�m!2 +M!0
2)2

!2R2 + (M!02 �m!2)2

!
~x = ~f (3:44)

M!0
2 � m!2という低周波数域ではバネの質量がない場合と同じ結果、つまり式 (3.41)

に帰着される。しかしM!0
2 � m!2では25以下のようになる。

�M!2 +M!0
2

 �m!2
M!02

+ i
m2!3

R

!
~x = ~f (3:45)

25但しm!2 � !Rは成立すると仮定した。現実的にはRはかなり大きいはずなので成立すると思われる。
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クランプ点の散逸が viscous dampingなら調和振動子全体の散逸は!3に比例し、structure
dampingなら!4に比例する。つまりワイヤーの質量を考慮すると鏡とワイヤーのクラン
プ点の散逸によって調和振動子全体の散逸が高周波数でかなり大きくなる。つまり高周波
数では鏡とワイヤーのクランプ点の散逸が問題となってくる。これは熱雑音にとっては都
合の良くないことである。
この調和振動子モデルを Suspension Systemに対応させて、観測帯域でこのような散逸

の増大がおこるか確認した。具体的にいうと観測帯域でM!0
2 � m!2つまり

! �
s
M

m
!0 (3:46)

が成立するか否かを計算した。Appendix Aを参照にすると鏡の質量M � 1kgであり、ワ
イヤーの質量m � 4� 10�5kg である。よって観測帯域において

! � 1:6� 102 � !0 (3:47)

が成立すると散逸が大きくなる。観測帯域は 300Hzであるから!0=2� < 2Hzだと観測帯
域で散逸が大きくなるおそれがある。のちほど登場する Pendulum Mode(鏡の光軸方向へ
の並進運動)は!0=2� � 1Hz である26。
鏡の回転はどうであろうか。この場合

! �
s
Imir
Iwir

!0 (3:48)

が観測帯域で成立するか否か確認すればよい。但し Imirは鏡の慣性モーメントであり、
Appendix Aより Imir � 10�3kg m2である。Iwirはワイヤーの慣性モーメントであり、ワ
イヤーの重心と鏡の重心の距離は高々10cmのオーダーであるので Iwir � 4� 10�7 kg m2

である。よって観測帯域において

! � 50� !0 (3:49)

が成立すると散逸が大きくなる。よって!0=2� < 6Hzだと観測帯域において散逸が大き
くなる。実は鏡の回転の共鳴周波数はこの条件を満たしてしまう27。
まとめると鏡とワイヤーの境界の散逸によって熱雑音が観測帯域で大きくなる可能性が

ある28ので鏡とワイヤーのクランプをかなりしっかりと固定する必要があるかもしれない
ということである。

26第 4章参照。
27第 4章参照。
28調和振動子のモデルが正しいのかという問題と式 (3.47)(3.49)はオーダー推定程度のものにすぎないと

いう問題があるが。
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3.5 本論文の主題

式 (3.14)を見てわかるように、調和振動子の熱雑音は以下の parameterで決定される。

� 温度 T

� systemに関する parameter

{ 散逸を表す parameter Q

{ 散逸を表さない parameter m;!0

少なくとも TAMAに関しては装置を低温まで冷却する予定はないので T = 300[K]と
考えてよい。すると熱雑音の研究として以下の 2つの approachが必要となる。

� 散逸を表す parameterに関する研究 Q値の計測や散逸の性質、低減方法の研究

� 散逸を表さない parameterに関する研究 実際の systemではm;!0がどの程度にな
るか。また熱雑音を低減させるためには m;!0をどのように変更したらよいか、変
更するためにどのような方法をとるかについての研究

揺動散逸定理より熱雑音は散逸によって決定されるので前者の散逸の物理の研究は必要
不可欠なのはいうまでもないが、散逸によってのみ熱雑音の大きさが決まるわけではない
ので後者の approachも必要である。またこの両者から出される制限の調整も必要である。
本論文では後者の approachをとる。よって基本的に散逸の大きさつまりQ値は物理的

に妥当と思われる値を仮定する。もしくは現実の system から導かれる Q値の下限を求
め、現実の Q値と比較する。
前者の approachについても現在研究が進められている。ワイヤーや pendulum の散逸

に関しては現在坪野研究室で計測中である [32, 33]。鏡の Q値に関しては [75] を参照の
こと。
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第 4章

Suspension Systemの熱雑音

この章では、TAMAの Suspension Systemの熱雑音についての推定を行なう。Suspen-
sion Systemの熱雑音とは、Systemが熱浴からエネルギーを与えられて、鏡の位置や角度
が揺らぐことを指す。Suspension Systemの設計には様々な点を考慮する必要があるが熱
雑音はそのうちの 1つである。熱雑音を低減させる方法としては Q値を大きくすること
もあげられるが、それ以外の parameterを操作することによって低減させることも可能で
ある。そこでこの章では Suspension Systemの parameterを可能な限り操作して熱雑音の
大きさを減少させることを試みた。またその時の値を目標感度と比較して必要な Q値の
下限も求める。Suspension SystemのQ値の測定は Pendulum Modeやワイヤー以外はあ
まり進んでいないが、過去のデータや理論から Q値の下限は実現可能であるかどうかも
議論する。

4.1 TAMAの Suspension System の概略

TAMA300の Suspension Systemの概略については図 4.1、4.2 を参照。
詳細は [74]を参照してほしい。概略だけここで説明する。まず一番上にベローズがあ

る。これはやわらかいバネとして働き、縦振動を防振する役割を果たす。本来縦振動は
ノイズとならないはずであるが、Suspension Systemの非対称性などにより縦振動が鏡の
横振動に変換されるので、縦振動の防振も必要となる。この長さは荷重されているとき
に 65mmである。ベローズからはタングステンのワイヤー (径 100�m,長さ 186mm)が伸
びており、中間massを懸架する。(ベローズ＋タングステンワイヤー)は 4本ある。中間
massはAlで出来ており、サイズは 6cm�8cm�10cmである。中間massの近くには強力
な永久磁石が配置される。これによって中間massの振動はmagnet dampingによって抑
制される。中間massから 2本のタングステンワイヤー (径 50�m)がループとなって鏡を
懸架している。中間massと鏡の重心の距離は 25cmである。鏡は fused silicaで出来てお
り、直径 10cm、高さ 6cmである。
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図 4.1: 光軸と垂直な方向から見た図
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図 4.2: 光軸の方向から見た図

4.2 鏡の自由度

Suspension Systemが熱的に励起され、鏡の位置や角度が揺らぎそれによって生じる光
路長差の揺動を熱雑音と呼ぶわけであるが、具体的にどのような鏡の運動によって光路長
差の変化が生じるかをこの sectionで論じる。
まず鏡に関して図 4.3のような座標系を導入する。
光軸方向に x軸、鉛直方向に z軸、これらの座標系が右手系をなすように y軸を定義
する。また x軸回りの回転を Roll Rotation、y軸回りの回転を Pitch Rotation、z軸回り
の回転を Yaw Rotationとする。この章では鏡は 3次元の剛体とみなすので、鏡の運動の
自由度は並進 (x,y,z)と回転 (Roll,Pitch,Yaw)の 6個である。これらの運動はどのように
して光路長差の揺らぎを引き起こすのであろうか。
並進について考えてみよう。まず x軸方向の並進は直接光路長差を変化させる。この

振動を Pendulum Modeと呼ぶことにする。y軸方向の並進は光路長差に何の変化も及ぼ
さない。z軸方向の並進も一見光路長差に影響を及ぼさないかのように見えるがそうでは
ない。Fabry-Perot cavityを構成する 2個の鏡はかなり高い精度で平行に保たれる。しか
し地球の曲率によって、Front mirrorと End mirrorがある場所の重力の向きは平行では
ない。z軸はもちろん局所的な重力の方向と一致するので、これは Front mirrorと End
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図 4.3: 鏡の自由度

mirrorの z軸が平行でない、つまり鏡の表面は局所的な z軸を含まないことを意味する。
そこで鏡が z軸に並進運動すると、地球の曲率によって光路長差が揺らぐ。鏡の z軸方向
への振動を Vertical Vibrationと呼ぶことにする。
次に回転について考えてみる。まずRollは光路長差の揺らぎには寄与しない。また仮にレ

ーザービームが鏡の中心に当っていれば (つまり光軸上に鏡の重心が来ていれば)Pitch,Yaw

も寄与しない。しかしながら現実的にはビームは中心からずれる。鏡の重心と光軸の距離
を dとし、角度�だけ Pitchないしは Yawがおこると d� �だけ光路長差が変化する。よっ
て干渉計型重力波検出器においては dが小さいほうが雑音は小さくなるわけである。dを
小さくすることを Beam Centeringと呼ぶ。dはどの程度まで小さくできるかが問題であ
るが、0.1mmのオーダーで Beam Centeringを行なうのは難しいと思われるので最小値は
1mmとした。
鏡の自由度はこれだけである。しかし鏡や中間massを吊すワイヤーの自由度が残って

いる。このうち熱雑音を考える上で注目すべきは Violin Mode(ワイヤーの横波)である。
ワイヤーの質量が 0ならばなにも問題がないが、0ではないので鏡はワイヤーの横波振動
の反作用によって振動する。この熱雑音も考慮する必要がある。
Suspension Systemの熱雑音を考えるうえで必要な自由度について述べたわけであるが

それらについてまとめておく。

� Pitch Rotation

� Yaw Rotation

� Vertical Vibration
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� Pendulum Mode

� Violin Mode

以下この順序でそれぞれの熱雑音の推定をする。その前に少し準備を行なう。

4.3 2 mode oscillatorの熱雑音

4.3.1 2 mode oscillatorとは何か

ここでは図 4.4 のような Systemの熱雑音 [15]を考える。

k1[1+iφ1(ω)] k2[1+iφ2(ω)]

M1 M2ω1=(k1/M1)1/2 ω2=(k2/M2)1/2

f(t)

図 4.4: 2 mode oscillator system

質点が 2つあり、バネでつながれている。複素バネ定数は k2[1 + i�2(!)]。左の質点 (質
量 M1、右の質点の質量は M2)にはさらにバネがつながれており、その複素バネ定数は
k1[1 + i�1(!)]である。左端は固定されている。また!1 �

q
k1=M1; !2 �

q
k2=M2と定義

する。ここでは右端の質点の熱雑音を調べるので揺動力 fは右端の質点に働く。また質
点の変位はそれぞれ x1; x2とする。なぜここでこのような Systemを考えるのかというと
TAMAの Suspension SystemはDouble Pendulumであるので、Suspension Systemに関
する様々な運動方程式がこのような Systemと同じになるからである。つまり左の質点は
中間massを、右の質点は鏡、そして左のバネは中間massを吊すワイヤー、右のバネは鏡
を吊すワイヤーを表しているのである。Violin Modeを考えない限り Suspension System

を 2 mode oscillatorとして取り扱うことができる1。
ここで�1; �2について考える。�1は事実上中間 mass にかかる magnet dampingによっ

て決まる。magnet dampingは viscous dampingであることを思い出すと

�1(!) =
!

!1Q1
(4:1)

となる。
1この取り扱いは近似的なものであって厳密ではない。具体的にどのような近似を行なっているかはそれ

ぞれの自由度の熱雑音のところでふれる。
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�2は中間 mass と鏡の間のワイヤーによる散逸である。つまり物質内部の散逸なので
structure dampingと仮定する。

�2(!) =
1

Q2
(4:2)

4.3.2 2 mode oscillatorの熱雑音

まず 2 mode oscillatorの運動方程式を求める。中間massと鏡の位置をそれぞれ x1、x2
とする。散逸はとりあえず考えない。すると

M1�x1 + k1x1 � k2(x2 � x1) = 0 (4.3)

M2�x2 + k2(x2 � x1) = f (t) (4.4)

となる。
この運動方程式をフーリエ変換する。このとき散逸も考慮するため複素バネ定数を用い

る。つまりバネ定数 knを kn[1 + i�n(!)]に置き換える (n=1,2)。さらに!n =
q
kn=mnを

用いて knを消去すると

M1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g~x1 �M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = 0 (4.5)

�M2!
2~x2 +M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = ~f (4.6)

式 (4.5)(4.6)から impedanceを求めることが出来る。

Z(!) =
~f

i!~x2
=
�M2!

2 +M2!2
2(1 + i�2)� M2

2!2
4(1+i�2)

2

�M1!2+M1!12(1+i�1)+M2!22(1+i�2)

i!
(4:7)

これと式 (3.8)から、熱雑音を求めることができる。しかしながらかなり繁雑な式にな
り、さらに物理的な意味もあまりはっきりしない。そこで近似を行なうことにする。後ほ
ど議論するが Suspension Systemの共鳴周波数は大体 1Hzのオーダーである。一方重力
波検出器の観測帯域は 300Hz付近である。つまり観測帯域は共鳴周波数よりずっと大き
い (! � !n)。このもとで近似を行なってみよう。
このとき式 (4.7)の第 3項は 0とみなすことができる2。よって

Zwire(!) =
~f

i!~x2
=
�M2!

2 +M2!2
2(1 + i�2)

i!
(4:8)

となる。注意すべき点はここには中間massより下の parameterしか含まれていないこと、
そしてさらには impedanceは single Pendulumと同じである (つまり中間massを固定し
たことと同じ)ということである。これは高周波数域では中間massの振る舞いは鏡の運

2M1 �M2であるので分子の第 2項の実部と第 3項の比は (!=!2)
2 � 105程度になる。
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動に影響を与えないことを意味している。つまり中間massの運動は防振されて、鏡には
伝わらないわけである。これを式 (3.8)に代入して熱雑音を求めると、

Gx2wire(f) =
4kBT

M2Q2!

!2
2

(!22 � !2)2 + !24�2
2 (4:9)

さらに! � !nを考慮すると

Gx2wire(f) =
4kBT!2

2

M2Q2

1

!5
(4:10)

当然であるが、式 (3.22)と同じである。高周波域では中間mass以下の散逸のみ熱雑音に
影響するということを意味している。もちろん中間mass自体にはmagnet dampingがか
かっているのでかなり大きな揺動力が働いている。しかし Suspension Systemの防振効果
によって鏡にはほとんどその振動は伝達しない。
それではmagnet dampingによる中間massの揺動は高周波域においてどの程度鏡に伝

達しているのかを計算してみよう。今度は中間massのみに揺動力 fが働くとする。つま
り中間massの揺らぎを計算するわけである。厳密にいうとこの揺動力は中間 massに働
くあらゆる熱雑音力 (magnet damping によるものと中間 massと鏡の間のワイヤーによ
るもの)を含む。しかし散逸の大きいmagnet dampingによる熱雑音がほぼすべてである
のでmagnet dampingによる熱雑音と考えて良い。Fourier変換した運動方程式は以下の
通り。

M1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g~x1 �M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = ~f (4.11)

�M2!
2~x2 +M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = 0 (4.12)

式 (4.12)から、~x1 ! ~x2の防振比の表式を得る。

~x2 =
!2

2(1 + i�2)

�!2 + !22(1 + i�2)
~x1 (4:13)

式 (4.13)を式 (4.11)に代入すると、~fと~x2の関係式が求まる。"
M1f�!2 + !1

2(1 + i�1)g�!
2 + !2

2(1 + i�2)

!22(1 + i�2)
�M2!

2

#
~x2 = ~f (4:14)

この時、! � !1; !2なら�����M1

M2

(
1� !1

2

!2
(1 + i�1)

) �!2 + !2
2(1 + i�2)

!22(1 + i�2)

������ 1 (4:15)

が成り立ち、式 (4.14)の [ ]内の第二項が無視できる3。すると ~f ! ~x2を計算するときに
は中間massのみ存在するときの ~f ! ~x1を計算し、~x1 ! ~x2の防振比をかければよいこと
が分かる。このとき式 (4.14)は以下のようになる。

M1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g~x1 = ~f (4:16)

3M1 �M2なので式 (4.15)の右辺は (!=!0)2 � 105程度になる。
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これは鏡が存在しないときの中間massの運動方程式と同じである。つまり先ほどと同じ
く鏡の振動は防振されて、中間 massには伝わらないわけである。これから中間 massの
熱雑音は

Gx1magnet(f ) =
4kBT!1
M1Q1

1

(!22 � !2)2 + !24�2
2 (4:17)

となる。この振動が鏡に伝わるわけであるが、x2のパワースペクトル密度は x1のパワー
スペクトル密度に x1 ! x2の伝達関数の絶対値の 2乗をかけたものになる [23]。伝達関数
は式 (4.13)から求められる。よって中間massの熱雑音によって生じる鏡の揺らぎは

Gx2magnet(f) =
4kBT!1
M1Q1

!2
4(1 + �2

2)

f(!12 � !2)2 + !14�1
2gf(!22 � !2)2 + !24�2

2g (4:18)

となる。さらに! � !nかつ j�2j � 1より

Gx2magnet(f) =
4kBT!1!2

4

M1Q1

1

!8
(4:19)

これが高周波数域におけるmagnet dampingによる鏡の熱雑音である4。式 (4.10)は f5に
反比例し、式 (4.19)は f 8に反比例する。つまり f !1においては明らかに式 (4.10) の
方が大きい。しかしながらこのことは! � !nで常に成り立つわけではない。! � !nが成
立してもそれほど周波数が高くないときには式 (4.10)の方が大きくなる。よって観測帯
域においてはどちらが大きいか確認する必要がある。
まとめると次のようになる。

� 重力波の観測帯域は Suspension Systemの共鳴周波数よりずっと大きいので熱雑音
の式を近似することができる。近似式は中間 mass以下の散逸によって決まる熱雑
音とmagnet dampingによる熱雑音の和である。

� 中間massと鏡の間のワイヤーのロスによる鏡に直接働く熱雑音の近似の式は

Gx2wire(f) =
4kBT!22

M2Q2

1

!5
(4:10)

� magnet dampingによる熱雑音は防振されているので高周波域で急速に減衰する。近
似式は

Gx2magnet(f) =
4kBT!1!2

4

M1Q1

1

!8
(4:19)

� 高周波域では (4.10)の方が大きいが観測帯域でそうであるかは必ずしも成立しない
ので確認する必要がある。

4式 (4.7)を�1に関して展開しても求めることができる。
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熱雑音を低減させるためにこれらの parameterを調整する必要があるわけだが実は調整
可能な parameterは限られている。まずM2は鏡の質量または慣性モーメントを表すが鏡
の材質やサイズは決定されているので変更はできない。またM1は中間massの質量また
は慣性モーメントを表す量であるが、これは防振から決められたものであり [43, 74]、や
はり調整はできない。さらに防振から!1Q1の大きさが決定される [43, 74]ために、調整可
能な量は!1; !2; Q2となる。そして Suspension に関わる parameterを操作して定められた
量に確実に調整できるのは!1; !2のみである。とくに!2を小さくすることが重要となる。
!2を小さくすればワイヤーの散逸による熱雑音も小さくなるが magnet damping による
熱雑音はさらに効果的に下がるからである。Q2は容易に調整できる量ではなく、さらに
どの程度の値かは実際に計測してみないとわからない。そこで以下のような方針で熱雑音
の評価を行なうことにした。

1. Q2を未知数として残す。

2. !1; !2を可能な限り調整し熱雑音を小さくし,他の条件も考慮してSuspension System

の parameterを決定する。

3. magnet dampingからの熱雑音が Phase IIより大きくならないことを確認する。

4. 中間massと鏡の間のワイヤーの散逸による熱雑音と Phase IIの目標感度を比較し
て Q2の下限を計算する。

5. その後それは実現が容易な値であるか否かについて調べる。但し Pendulum Mode

以外の Q 値の測定は行なわれていないのでその場合過去のデータや理論を参考に
する。

このような手順でPitch Rotation、Yaw Rotation、Vertical Vibration、Pendulum Mode

の熱雑音の大きさを議論する。
その前に damping magnetへの recoilが熱雑音に及ぼす影響と Suspension SystemのQ

値の測定の困難の 1つである Recoil Lossについて議論する。

4.3.3 damping magnetへの recoil

2 mode oscillatorの熱雑音を計算するときには、中間massには damping magnetによ
り速さに比例した抵抗力が加わると仮定した。これは damping magnet は固定されてい
ることを意味する。しかし第 2章で述べたように、damping magnet supportは防振から
の要請により exible、つまり pendulumとして懸架されている [74]。このため中間mass

の揺動の反作用により、damping magnetも振動する。この damping magnetへの recoil

はどのような影響を熱雑音に及ぼすのかを計算した。
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k1=M1ω1
2 M1 M2

f(t)

k2=M2ω2
2

km=Mmωm
2 Mm

magnet damping

damping magnet support

図 4.5: exible な damping magnet supportのある suspension systemと等価な系

図 4.5のように damping magnet supportは single oscillator とし、中間massとmagnet

には両者の相対速度に比例した抵抗力が加わるとして熱雑音を計算する。散逸はこれしか
考えない。中間 mass、鏡、damping magnetのフーリエ変換した運動方程式は以下の通
りである。但し magnet damping supportの質量をMm、damping magnet supportの共
鳴角周波数を!m、damping magnet supportの位置を xmとした。

M1(�!2 + !1
2)~x1 � i

M1!1!

Q1
(~x1 � ~xm)�M2!2

2(~x2 � ~x1) = 0 (4.20)

�M2!
2~x2 +M2!2

2(~x2 � ~x1) = ~f (4.21)

�Mm!
2~xm +Mm!m

2~xm � i
M1!1!

Q1
(~xm � ~x1) = 0 (4.22)

式 (4.22)を~xmについて解いて、式 (4.20)に代入する。そして式 (4.20)の虚部をM1!1
2

で規格化したものを�recoilmagと置く。すると�recoilmagは! � !1; !m のとき5以下のように
なる。

�recoilmag =
!

!1Q1

2
41� �M1

Mm

�2  1

Q1

!2 �
!1
!

�235 (4:23)

第 1項はmagnetが固定されているときのmagnet dampingによる�1(!) つまり式 (4.1)

と同じである。第 2項は damping magnetへの recoilによる効果である。この効果により
散逸が減少するので熱雑音も減少する。この効果の物理的意味は中間massが動くと、そ
れに引きずられるようにmagnetも移動するのでmagnetが固定されているときよりも両
者の相対速度が小さくなり、散逸が小さくなるということである。
この減少効果の大きさの見積りは簡単にできる。まず中間 mass と damping magnet

support は質量にせよ慣性モーメントにせよ高々2 倍の差であるのでオーダーでいうと

5観測帯域は共鳴周波数よりずっと大きいので常に成立する。
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(M1=Mm)
2 � 1である。また Q1 � 1である。さらに観測帯域は共鳴周波数よりずっと大

きいので! � !1である。よってこの減少効果はもともと存在する熱雑音よりずっと小さ
いことがわかる6。よって damping magnetの recoilを考慮しても magnet dampingによ
る熱雑音は変わらないと考えて良いので、これからは考慮しない。

4.3.4 Recoil Loss

式 (4.10)から 2 mode oscillatorの熱雑音は高周波数域では中間massより下の散逸のみ
によって決定されることがわかった。つまり高周波数域の熱雑音が知りたければ、Single
PendulumのQ値を測定すればよいということになる。しかしながら Single Pendulumの
Q値を測定するときにいくつかの困難が存在する。ここではそのうちの 1つである Recoil

Loss[15, 25]について論ずる。

図 4.6: Recoilを受ける支持台

Single Pendulumの Q値を測定するとき用いられる方法は実際に振って、減衰時間を
測定して Q値を計算するという方法である。Pendulumの支持台は Pendulum運動の反
作用 (Recoil)によって図 4.6の様に振動する。もちろん支持台は Pendulumよりずっと重
く、高い共鳴周波数を持っているが散逸はかなり大きいと思われる。よって Pendulumを
振ってQ値を測定すると、Pendulum固有の散逸だけではなく、支持台の振動による散逸
も含めた Q値の大きさを測定してしまう。つまり見かけ上散逸が大きくなったように見
える。これを Recoil Lossと呼ぶ。

6もちろんそれぞれの自由度についてきちんと見積もることもできる。中間 mass と damping magnet
supportの質量や慣性モーメントは Appendix Aを、Q1; !1はそれぞれの自由度の熱雑音についてふれてい
る sectionを参照して計算すると Pitch Rotation、Yaw Rotation、Vertical Vibration、Pendulum Modeの
いずれにおいても減少効果の元々の熱雑音に対する比は観測帯域では高々10�4程度である。
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Recoil Lossが起こると何が問題なのだろうか。先ほど議論したように高周波数域では
中間massより下の散逸によってのみ熱雑音の大きさが決定される。しかしその大きさだ
けを測定しようとしているのにも関わらず、実際には支持台における散逸も含んだものを
測定してしまっているわけである。つまりこの測定で得られた Q値を用いて熱雑音の推
定を行なうと過剰評価してしまうわけである。よって Recoil Lossの大きさを評価すると
いうことと Recoil Lossを小さくするという 2つの作業が必要となる。
まず Recoil Lossの大きさを評価してみよう。Recoil Lossという現象のmodel化は容易

にできる。それは支持台まで含めた Pendulumの Q値測定の systemを 2 mode oscillator

と見ればよい。図 4.4において右端の質点とそれにつながれたバネが散逸を測定しようと
している Single Pendulumを表す。左の質点とそれと固定端をつなぐバネは支持台の質量
と硬さを表す。右端の質点を振動させて Q値を測定しようとすると、左の質点も Recoil

によって振動し、左のバネで散逸が生じて Q値が低くなったように見える。Recoil Loss
の大きさを求めよう。まずこの Systemの Fourier変換した運動方程式は式 (4.5)(4.6)と
なる。これから~x1を消去すると

�M2!
2~x2+M2!2

2(1+i�2)~x2� M2
2!2

4(1 + i�2)
2

�M1!2 +M1!12(1 + i�1) +M2!22(1 + i�2)
~x2 = ~f (4:24)

しかし測定者は Single Pendulumだと考えて測定しているので運動方程式は次のように
表されるはずである。

�M2!
2~x2 +M2!2

2 [�Realpart(!) + i�Recoil(!)] ~x2 = ~f (4:25)

式 (4.24) と式 (4.25) は等価なので、比較することによって�Recoil(!) を求めることがで
きる。さらに減衰運動から Q値を求める実験を行なうので! = !2とすることができる。
�2(!2) = 1=Q2; �Recoil(!2) = 1=QRecoilと表記すると、

1

QRecoil
=

1

Q2
+

M2
2!2

4(1� 1=Q2
2)(M1!1

2�1(!2) +M2!2
2=Q2

2)

(�M1!22 +M1!12 +M2!22)2 + (M1!12�1(!1) +M2!22=Q2
2)2

(4:26)

現実的には M1 � M2; !1 � !2が成立するはずである7。さらに Q2 � 1 とすると式
(4.26)は

1

QRecoil
=

1

Q2
+
M2!2

2

M1!12
�1(!2)

1 + �1
2(!2)

(4:27)

先ほど近似に用いた条件から�Realpart(!2) � 1である。つまり Pendulumの共鳴周波数は
支持台の Recoilによってほとんど変化しない。
Recoil Lossの大きさはわかったわけであるが実際問題としてM1; !1を求めるのはかな
り困難である。よっておおよその推定程度にしかなりえない。

7Pendulumの支持台はそれなりにしっかりしたもののはずだからである。

48



もう 1つの作業である Recoil Lossの抑制については、いくつかの工夫が存在する。そ
の内の 1つとして支持台から 2つの Pendulumを吊して逆相で励起して減衰時間を測定す
るという方法がある [31, 32]。この方法だと 2つの Pendulumの Recoilが相殺しあって、
支持台は動かないので余計な散逸を生じない。

4.4 Pitch Rotation

ここでは Pitch Rotationの熱雑音の大きさを計算する。Pitch Rotationは図 4.7のよう
に、水平面内にあり光軸と垂直な直線を回転軸とする運動である。

d

θ

図 4.7: Pitch Rotation

仮に光軸と鏡の重心を含む水平面の距離が dであったとき、鏡が�回転したとき光路長
は d��だけ変化する。よって dはできるだけ小さくしなければならない。Beam Centering

によって d < 1mmにすることは可能であると予想されるので、ここでは d = 1mmとし
て Pitch Rotationによる光路長差の揺らぎを計算する。

4.4.1 Pitch Rotationの熱雑音

Pitch Rotationに関する運動方程式をまず求めなくてはいけない [38, 39, 44, 74]。中間
massと鏡の慣性モーメント8を I1; I2、中間massと鏡の平衡状態からの回転角度を'1; '2

8この sectionでは Appendix Aの I1 Pitch; I2 Pitchを I1; I2と表記する。
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とする。とりあえず散逸を考えない。すると運動方程式は以下のようになる。

I1 �'1 + I1!1
2'1 � I2!2

2('2 � '1) = 0 (4.28)

I2 �'2 + I2!2
2('2 � '1) = � (4.29)

鏡の熱雑音を求めるので鏡に揺動トルク�が働く。また!1; !2は Suspension Systemの仕様
から以下のように決められる。parameterの定義と具体的な値は Appendix A参照。

!1 =

vuut4k1d1
2

I1
(4.30)

!2 =

vuut4k2d3
2l2

3 +M2g
h
d4l2(l2 + d4) + d3

2(d6 � d5)2
i

I2l2l2
(4.31)

この運動方程式をフーリエ変換する。散逸も考慮する。つまり複素バネ定数を導入する。

I1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g ~'1 � I2!2

2(1 + i�2)( ~'2 � ~'1) = 0 (4.32)

�I2!2 ~'2 + I2!2
2(1 + i�2)( ~'2 � ~'1) = ~� (4.33)

これは 2 mode oscillatorの運動方程式 (4.5)(4.6) と同じ形である。よって全く同様にして
熱雑音を計算することができる。
実際に parameterに具体的な数値を入れる前にこの運動方程式について注意すべき点

を述べておこう。それは運動方程式は'1; '2のみで記述されているが、本来は他の自由度
も運動方程式に含まれる。つまり他の自由度との couplingが存在するわけである。Pitch
Rotationと couple するのはまず Pendulum Modeである。これは中間 massもしくは鏡
のワイヤーとのクランプ点が中間mass、鏡の重心と同じ水平面内にあれば生じない。中
間 mass はこのことを考慮してクランプ点は重心と同じ水平面内になるように設計され
ている9。しかし鏡のクランプ点は鏡の重心より上なので coupling が生じる。ではこの
couplingは運動方程式 (4.28)(4.29)では無視されているのだろうか。実はそうではない。
式 (4.31)を見ると!2は d4(鏡のクランプ点と重心の高さの差)に依存している。だが運動
方程式 (4.28)(4.29)は couplingを考慮した厳密な式ではない。couplingを考慮した厳密な
運動方程式は式 (4.28)の!2と式 (4.29)の'1の項に含まれる!2を式 (4.31)において d4 = 0

とした値とし10、式 (4.29)の左辺に [M2gd4l
2(l2+ d4)=I2l2l2]'2を加え、さらに Pendulum

Modeを表す座標に依存する項を加えたものである。ではなぜここでは!2として式 (4.31)

を採用しているのだろうか。式 (4.32) (4.33)から求めた熱雑音を厳密な運動方程式にお
いて Pendulum Modeに関する項を無視して計算した熱雑音と比較すると、中間massよ
り下の部分で生じた散逸による熱雑音は一致し、一方中間massから伝達してくる熱雑音

9ザグリなどを考慮していない重心なので実際には 0.2mm程度ずれていると予想されている。
10式 (4.29)の'2の項の!2はそのままである。
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は大きくなる11。観測帯域で問題となるのは後の議論でわかるように前者の熱雑音である
ので、前者の熱雑音が正確に求められるように!2の値を定義したのである。
またこれ以外にも Suspension Systemの非対称性によって他の自由度と coupleするが

それらの影響も小さいと予想されるので無視した。このような couplingが存在する場合
熱雑音はどうなるかは、後ほど議論する。
熱雑音を小さくするためには!1; !2を小さくする必要があるわけだがどのようにしたら

小さくできるだろうか。
まず!1であるが式 (4.30)より d1を小さく (つまりワイヤー間隔を小さく)するか、ワイ
ヤーのバネ定数 k1を小さくするかのいずれかである。d1はDouble Pendulumの支点の位
置を調整する stageの大きさで limitされておりほとんど調整できない。一方 k1を小さく
するためにはワイヤーの径を小さくするもしくは長さを伸ばすの 2通りの方法がある。ま
ず径は中間 massと鏡を支えられる範囲内で小さくできる。中間 massと鏡による張力が
引っ張り強さ12の半分程度になるようにした。長さの上限は防振から決定された [74]。
!2つまり式 (4.31)は!1に比べると複雑である。これはワイヤーが垂直でないためであ

る。とくに式 (4.30)の第 2項はワイヤーが垂直のとき 0になる。しかしこのワイヤーが垂
直でない効果は小さい13ので無視してよい。結局!2を小さくする方法は!1と同様になる。
ワイヤー間隔は鏡が安定に吊れる限界まで小さくした。ワイヤーの径も鏡による張力が
引っ張り強さの半分になる程度まで小さくした。長さに関しては防振から14最適値が決ま
る [74]。
これらの議論を踏まえて決定された TAMA300で使われる Suspension System の pa-

rameterを代入して熱雑音の大きさを計算する。計算に必要な parameterは以下の通り。

� I1 = 1:37� 10�3[kg m2], I2 = 9:56� 10�4[kg m2]

� !1=2� = 8:53 [Hz], !2=2� = 3:27[Hz]

� Q1 = 5:88

Q2は未知数として残す。
近似式 (4.10)と (4.19)を用いて観測帯域の熱雑音の振るまいを調べよう。magnet damp-

ingによる熱雑音と鏡を吊すワイヤーのロスによる熱雑音はそれぞれ以下のようになる。

GPitch(magnet) =
8:12� 10�18

f8
[rad2/Hz] (4.34)

GPitch(wire) =
7:48� 10�24

f5
105

Q2
[rad2/Hz] (4.35)

11これを正確に計算するには!2を式 (4.31)において d4 = 0とした値を式 (4.19)に代入すればよい。
12物質を引っ張って破壊されるときにかかる最大応力。
13TAMAの Suspension Systemではワイヤーを長さを変えず垂直にしても 10%程度しか周波数は変わら

ない。
14熱雑音からも長さの最適値を決めることができ TAMAの Suspension は最適値になっている。Violin

Modeの熱雑音を参照。

51



PhaseIIの目標感度と比較するため、これらを観測帯域 (150Hz � 450Hz)で積分し、ビー
ムと鏡の中心のずれを dをかけ、さらに Front mirror,End mirrorは合計 4つあるので 4

をかけ、振幅にするために平方根をとって干渉計の腕の長さ 300mで規格化する。すると

hrms(magnet) = 1:74� 10�22
 

d

1mm

!
(4.36)

hrms(wire) = 4:03� 10�22
 

d

1mm

! s
105

Q2
(4.37)

まず d=1mmならmagnet dampingによる熱雑音はPhase IIの目標感度 (hrms = 3�10�21)
よりずっと小さいことがわかる。d = 1mmはおそらく可能であるので magnet damping

による熱雑音は問題にならないことがわかる。よって問題になる可能性があるのはQ2が
小さい場合である。Pitch Rotationは Phase IIの目標感度に比べると無視できるほど小
さいことが望ましい。そこで振幅が Phase IIの目標感度の 1/4となる Q2の値を計算した
ところ

Q2 = 3� 104 (4:38)

となった。
また厳密な式 (式 (4.7)を式 (3.8)に代入した式)を利用して Pitch Rotationの熱雑音の

パワースペクトルのグラフを書くと図 4.8のようになる。ここではとりあえずQ2 = 105と
した。
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図 4.8: Pitch Rotation の熱雑音のパワースペクトル (Q2 = 105)

高い周波数では f�5=2に比例し、それより低い周波数では f�4に比例することがわかる。
これは式 (4.19)(4.10)と一致している。
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4.4.2 Pitch RotationのQ値

先ほどの計算より Q2 > 3 � 104という制限があることがわかった。この制限は実現可
能なのであろうか。計測してみないとはっきりしたことはいえないが過去に行なわれた
データを参照にして推定してみよう。Pitch Rotationはワイヤーの伸縮による復元力で起
こる。よってポテンシャルエネルギーはワイヤーの伸縮の弾性エネルギーである。この弾
性エネルギーの散逸が Pitch Rotationの Q値の大きさを決定するとしよう。つまりQ値
はタングステン固有の Q値とし、他の要因 (クランプなど)は考えない。タングステンの
Q値の測定はいくつかのところで行なわれている。低温においてであるがQ = 107という
値が測定されている [36]。また Braginskyはタングステンのねじれの Q値は内部摩擦を
考えると 105程度としている [16]。よっておそらくQ2 > 3� 104という条件を満たすのは
不可能ではないと思われる。

4.5 Yaw Rotation

ここではYaw Rotationの熱雑音の大きさを計算する。Yaw Rotationは図 4.9のように、
回転軸が鉛直である運動である。

d

θ

図 4.9: Yaw Rotation

仮に光軸と鏡の重心を含む鉛直面の距離が dであったとき、鏡が�回転したとき光路長
は d��だけ変化する。よって dはできるだけ小さくしなければならない。Beam Centering

によって d < 1mmにすることは可能であると予想されるので、ここでは d = 1mmとし
て Yaw Rotationによる光路長差の揺らぎを計算する。
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4.5.1 Yaw Rotationの熱雑音

まず運動方程式を求める [40, 44, 74]。中間massと鏡の慣性モーメント15を I1; I2とし、
中間 massと鏡の平衡状態からの回転角度を'1; '2とする。とりあえず散逸を考えないこ
とにすると

I1 �'1 + I1!1
2'1 � I2!2

2('2 � '1) = 0 (4.39)

I2 �'2 + I2!2
2('2 � '1) = � (4.40)

鏡の熱雑音を計算するので鏡に揺動トルク�が働く。!1; !2は以下のように定義されてい
る。parameterの定義と具体的な値は Appendix A参照。

!1 =

s
4k1�1
I1

(4.41)

!2 =

s
4k2�2
I2

(4.42)

但し

�1 =
a1(d1

2 + d2
2)

l1
(4.43)

�2 =

"
d3

2(d6 � d5)
2

l2
2 +

a2
l2

 
d3

2 + d5d6 � d3
2(d6 � d5)

2

l2
2

!#
(4.44)

a1 =
(M1 +M2)g

4k1
(4.45)

a2 =
M2g

4k2

1

cos �
(4.46)

である。a1; a2はバネの自然長からの伸びを示している。運動方程式の形は Pitch Rotation

と全く同じである。運動方程式をフーリエ変換して複素バネ定数を用いると

I1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g ~'1 � I2!2

2(1 + i�2)( ~'2 � ~'1) = 0 (4.47)

�I2!2 ~'2 + I2!2
2(1 + i�2)( ~'2 � ~'1) = ~� (4.48)

Pitch Rotationと全く同じ議論が成立する。
なお Yaw Rotationは Suspension Systemが完全に対称につくられていれば他の自由度

と coupleはしない。非対称性による couplingの効果は後ほど議論する。
熱雑音を小さくするためには!1; !2を小さくする必要がある。しかしながら現実問題と

してはよほどのことをしない限りYaw Rotationの共鳴周波数が Pitch Rotationより大き
15この sectionでは Appendix Aの I1 Yaw; I2 Yawを I1; I2と表記する。

54



くなるということは考えにくい。例えば式 (4.44)の第 1項は鏡を吊すワイヤーがしぼら
れている効果を表す。よってしぼらないほうが!2は小さくなるがしぼってもたいして!2
は大きくならない16。よって Pitch Rotationが大丈夫であれば Yaw Rotationに関しては
parameterには特に制限をつける必要はない。
これらの議論を踏まえて決定された TAMA300で使われる Suspension System の pa-

rameterを代入して熱雑音の大きさを計算する。計算に必要な parameterは以下の通り。

� I1 = 1:65� 10�3[kg m2], I2 = 9:56� 10�4[kg m2]

� !1=2� = 2:07 [Hz], !2=2� = 7:85� 10�1[Hz]

� Q1 = 1:05

Q2は未知数として残す。
ここで近似式 (4.10)と (4.19)を用いて観測帯域の熱雑音の振るまいを調べよう。damping

magnetによる熱雑音と鏡を吊すワイヤーのロスによる熱雑音はそれぞれ以下のようになる。

GYaw(magnet)(f ) =
3:03� 10�20

f8
[rad2/Hz] (4.49)

GYaw(wire)(f ) =
4:31� 10�25

f5
105

Q2
[rad2/Hz] (4.50)

PhaseIIの目標感度と比較するため、これらを観測帯域 (150Hz � 450Hz)で積分し、ビー
ムと鏡の中心のずれを dをかけ、さらに Front mirror,End mirrorは合計 4つあるので 4

をかけ、振幅にするために平方根をとり、干渉計の腕の長さ 300mで規格化する。すると

hrms(magnet) = 1:06� 10�23
 

d

1mm

!
(4.51)

hrms(wire) = 9:66� 10�23
 

d

1mm

! s
105

Q2
(4.52)

となる。まず d = 1mmならmagnet dampingによる熱雑音は PhaseIIの目標感度 (hrms =

3� 10�21)よりずっと小さいことがわかる。d = 1mmはおそらく可能であるからmagnet

damping による熱雑音は問題にならないことがわかる。よって問題が生じるとすればQ2

が非常に小さい場合である。Yaw Rotationは Pitch同様 PhaseIIの目標感度に比べて無
視できるほど小さいことが望ましい。そこで振幅が PhaseIIの目標感度の 1/4となる Q2

を計算したところ
Q2 = 2� 103 (4:53)

となった。
厳密な式 (式 (4.7)を式 (3.8)に代入した式)を利用して Yaw Rotationのパワースペク

トル密度のグラフを書くと図 4.10のようになる。但し Q2 = 105とした。
やはり高周波数域で f�5=2に比例し、それより低いところで f�4に比例する。
161.4倍程度である。
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図 4.10: Yaw Rotationの熱雑音のパワースペクトル (Q2 = 105)

4.5.2 Yaw Rotation のQ値

先ほどの計算より Q2 > 2 � 103という制限があることがわかった。この制限は実現可
能であろうか。もちろん計測しないとこの値はわからない。しかしながら上限値の推定を
行なうことができる。
まず式 (4.42)、(4.44)、(4.46)より式 (4.44) の第 1項によって!2はワイヤーのバネ定数

k2に依存することがわかる。つまりYaw Rotationの復元力の一部はワイヤーが伸びによ
る復元力である。もし仮に Yaw Rotationの復元力がワイヤーの伸びの復元力のみだった
とすると Pitch Rotation同様にワイヤーの弾性エネルギーのみが散逸するとして、Yaw
RotationのQ値はタングステン固有のQ値とみなすことができる。Yaw RotationのQ値
の下限 (3� 104)は Pitch RotationのQ値の下限 (2� 103)より小さいので Pitch Rotation

をクリアできれば、自動的に Yaw Rotationもクリアできることがわかる。よってこれ以
降Yaw Rotationにおけるワイヤーの伸びの弾性エネルギーの散逸は考えないことにする。
Yaw Rotationの復元力はもちろんワイヤーの伸びによるものだけではない。式 (4.44)

の第 1項が 0とする17と、!2は k2に依存しなくなる。つまりこのときワイヤーは伸びず18、
復元力は重力による張力になっている。重力によるポテンシャルエネルギーは散逸するこ
とはない。ではワイヤーの伸びを考えない時に何によって Q値は決まるのだろうか。こ
こではワイヤーの伸びによるものでない弾性エネルギーの散逸によって決まると仮定しよ
う。もちろん散逸はクランプなどでもおこるであろうがここでは考えない。この前提のも
とに Yaw RotationのQ値を推定する。

17これはワイヤーが鉛直になっているときである。
181次のオーダーで。
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ここで重力によるポテンシャルエネルギーを Egrav、ワイヤー伸びによらない弾性エネ
ルギーをEelasとしよう。さらに�elasを定義しよう。弾性エネルギーは 1周期で 2�Eelas�elas

だけ散逸する。Yaw Rotationの散逸を�Yawとする。つまりYaw Rotationはポテンシャル
エネルギーを EYawとすると 1周期で 2�EYaw�Yawだけ散逸する。弾性エネルギーのみ散
逸するとしたので、

2�EYaw�Yaw = 2�Eelas�elas (4:54)

が成立する。Egrav � Eelasに気をつけると

�Yaw =
Eelas

EYaw
�elas =

Eelas

Egrav + Eelas
�elas � Eelas

Egrav
�elas (4:55)

つまりワイヤーの弾性エネルギーが散逸してもそれは全体からみると小さな割合なので散逸
は小さくなる [15, 26]。またエネルギーはバネ定数kに比例するのでEelas=Egrav = kelas=kgrav

とおきかえることもできる。
Yaw Rotationの場合考えるべき弾性エネルギー 2つある [27]。まず図 4.11のようにワ
イヤーのクランプ点付近においてワイヤーが曲がることによる弾性エネルギーである。も
う 1つはワイヤーのクランプ点における断面が支持台もしくは鏡に固定されているため
にワイヤーがねじれることによる弾性エネルギーである。

図 4.11: クランプ点付近のワイヤーの曲げ

まず前者を考える。n 本のワイヤーで懸架されている Single Pendulumにおいてワイ
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ヤーの曲げによるバネ定数 kbendの大きさは [15]より以下の様になる。

kbend =
n
p
TEI

2l2
(4:56)

但し nはワイヤーの本数、Tはワイヤー 1本当りの張力、Eはヤング率、Iはワイヤーの
moment of inertia of the wire cross section でワイヤーの半径を rとして I = �r4=4である
[65]。これは Pendulumが平衡点から水平方向へ x移動したときにワイヤーの曲げによっ
て�kbendxの復元力がかかることを意味する。
Yaw Rotationにおけるワイヤーの曲げも同様に表すことができる。鏡のクランプ点の

運動方向が違う以外は Pendulumと同じだからである。鏡の重心を通る鉛直な直線と鏡の
クランプ点との距離を aとおけば鏡が'2だけ回転したときに�kbenda2'2の復元トルクが
鏡にかかる。
もう 1つのワイヤーのねじれを考える。長さ l、半径 r、ずれ弾性定数G のワイヤーが

'2だけねじれたときの復元トルクは�(�Gr4=2l)'2である [65]。ワイヤーは 4本あるので
ワイヤーのねじれによるバネ定数 kshearは

kshear =
2�Gr4

l
(4:57)

となる。
ワイヤーの曲げのエネルギーの散逸を�bend、ワイヤーのねじれのエネルギーの散逸を

�shearとあらわすと Yaw Rotationの散逸�Yawは

�Yaw =
kbenda

2

I2!22
�bend +

kshear
I2!22

�shear =
na2

p
TEI

2I!22l2
�bend +

2�Gr4

I2!22l
�shear (4:58)

TAMAの仕様を代入すると19

�Yaw = 1:98� 10�3 � �bend + 6:44� 10�5 � �shear (4:59)

問題はワイヤーの散逸である。�bendは坪野研で測定した値 [33, 35]から�bend = 3:3�10�4と
する。またKovalikも似たような測定結果を出している [28]。�shearは松村純宏の測定した値
[37]を採用する。�shear = 5:71�10�4である。よってYaw RotationのQ値QYaw = 1=�Yaw

は
QYaw = 1:45� 106 (4:60)

この計算においてワイヤーの弾性エネルギーの散逸のみ考慮したので、この結果は Q値
の上限値である。しかしながら Q2 > 2 � 103という制限と比較すると 3桁も大きい値で
ある。よっておそらくこの制限を実現するのは不可能ではないと思われる。

19ワイヤーにかかる張力 Tはワイヤーが斜めになっているので T =M2g=4 cos �であることに注意。
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4.6 Vertical Vibration

Vertical Vibrationの熱雑音の値を計算する。

θ

z

図 4.12: Vertical Vibration

図 4.12からもわかるように地球の曲率のため Front mirrorと End mirrorにおける鉛直
方向は光軸に対して垂直でない。地球の中心から見て Front mirrorと End mirrorのなす
角を 2�とし、mirrorが鉛直方向に z移動したとすると光路長は z � �だけ揺らぐ。ここで
は zを熱雑音として光路長の揺らぎを計算する。なお TAMAの場合 cavity長が 300mな
ので、� = 0:3=6400=2 = 2:3 � 10�5radである。

4.6.1 Vertical Vibrationの熱雑音

中間massと鏡の質量をM1;M2とし、中間massと鏡の平衡状態から縦方向のずれの大
きさをそれぞれ z1; z2 とすると [41, 44, 74]

M1�z1 +M1!1
2z1 �M2!2

2(z2 � z1) = 0 (4.61)

M2�z2 +M2!2
2(z2 � z1) = f (4.62)

鏡の熱雑音を計算するので鏡に揺動力fが加わる。2 mode oscillatorの運動方程式 (4.3)(4.4)

と同じ形をしているので今までと同様の計算をすればよい。!1; !2は以下のように定義さ
れる。parameterの定義と具体的な値は Appendix A参照のこと。

!1 =

s
4k1
M1

(4.63)
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!2 =

vuut4k2l2
2

M2l2
+
g(d6 � d5)2

l2l2
(4.64)

この運動方程式をフーリエ変換する。バネ定数を複素バネにする。

M1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g~z1 � I2!2

2(1 + i�2)(~z2 � ~z1) = 0 (4.65)

�I2!2~z2 + I2!2
2(1 + i�2)(~z2 � ~z1) = ~f (4.66)

また Suspension Systemが完全に対称にできていれば、他の自由度と coupleしない。非
対称性による couplingの影響は後ほど議論する。
熱雑音を小さくするためには!1; !2を小さくする必要がある。!1を小さくするためには
ワイヤーのバネ定数 k1を小さくするしかないがこれは Pitch Rotationのところでも出て
きた条件であるので検討済みである。!2は!1に比べて複雑な形をしているがこれは鏡を
吊すワイヤーがしぼってあることによる効果が表れているからである20。しかしこのしぼ
りの効果は小さく21、結局ワイヤーのバネ定数を小さくすることが一番効果的に!2を小さ
くする方法である。しかしこれも Pitch Rotationで検討済みである。よって parameterを
これ以上操作することはできない。
これらの議論を踏まえて決定された TAMA300で使われる Suspension System の pa-

rameterを代入して熱雑音の大きさを計算する。計算に必要な parameterは以下の通り。

� M1 = 1:21[kg], M2 = 1:03[kg]

� !1=2� = 6:38 [Hz], !2=2� = 1:75� 101[Hz]

� Q1 = 3:23

Q2は未知数として残した。
ここで近似式 (4.10)と (4.19)を用いて観測帯域の熱雑音の振るまいを調べよう。damping

magnetによる熱雑音と鏡を吊すワイヤーのロスによる熱雑音はそれぞれ以下のようになる。

GVertical(magnet)(f ) =
1:02 � 10�17

f8
[m2/Hz] (4.67)

GVertical(wire)(f ) =
1:97 � 10�25

f5
105

Q2
[m2/Hz] (4.68)

(4.69)

となる。PhaseIIの目標感度と比較するために、観測帯域 (150Hz � 450Hz)で積分し、�2

をかける。さらに Front mirror、End mirror は 4個あるので 4をかけ、振幅にするため
20式 (4.64)の第 2項はしぼりがなければ 0になる。
212 � 3%の誤差である。
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に平方根をとって、干渉計の腕の長さ 300mで規格化する。するとそれぞれ

hrms(magnet) = 4:55� 10�24 (4.70)

hrms(wire) = 1:53� 10�24
s
105

Q2
(4.71)

となる。
まずmagnet dampingによる熱雑音は PhaseIIの目標感度 (hrms = 3� 10�21)よりずっ

と小さいことがわかる。すると問題は Q2の大きさである。PhaseIIの目標感度に比べて
無視できることが望ましいので振幅が PhaseII の目標感度の 1/4になる Q2を計算した。
その結果

Q2 = 3� 10�2 (4:72)

となった。
厳密な式 (式 (4.7)を式 (3.8)に代入した式)を利用して計算した Vertical Vibrationの

パワースペクトル密度のグラフを書くと図 4.13のようになる。Q2 = 105と仮定した。
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図 4.13: Vertical Vibrationの熱雑音のパワースペクトル (Q2 = 105)

高周波数域で f�5=2に比例し、それより低いところで f�4に比例することがわかる。

4.6.2 Vertical VibrationのQ値

先ほどの計算においてQ2 > 3�10�2という制限があることがわかった。しかしこれほど
低いQ値を出す方が困難である。つまりVertical Vibrationの熱雑音が問題になることは
ないということである。では実際には Q値はどの程度になるだろうか。Pitch Rotatorと
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Vertical Vibrationの違いはワイヤーの伸縮が同相か逆相かだけなので Vertical Vibration

の Q値は Pitch Rotationとそれほど変わらないと予想される。

4.7 Pendulum Mode

Pendulum Modeの熱雑音を計算する。図 4.14からわかるようにPendulum Modeによっ
て、鏡は光軸方向に平行移動することにより光路長が揺らぐ。この大きさを計算する。

図 4.14: Pendulum Mode

4.7.1 Pendulum Modeの熱雑音

まず方程式を求めよう。中間massと鏡の質量をM1;M2とし、中間massと鏡の光軸方
向への変位を x1; x2とすると [42, 44, 74]

M1�x1 +M1!1
2x1 �M2!2

2(x2 � x1) = 0 (4.73)

M2�x2 +M2!2
2(x2 � x1) = f (4.74)

鏡の熱雑音を計算するので鏡に揺動力fが加わる。また!1; !2は以下のように定義される。
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!1 =

s
(M1 +M2)g

M1l1
(4.75)

!2 =

s
g

l2
(4.76)

この運動方程式をフーリエ変換する。バネ定数を複素バネにする。

M1f�!2 + !1
2(1 + i�1)g~x1 �M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = 0 (4.77)

�M2!
2~x2 +M2!2

2(1 + i�2)(~x2 � ~x1) = ~f (4.78)

再び同じ形になった。あとはVertical Vibrationと同じである。またPendulum Modeは
Pitch Rotationと coupleするがそれは小さいとして無視する。非対称性による coupling

も無視する。これらの影響は後ほど議論する。
熱雑音を小さくするために!1; !2を小さくする必要がある。どちらもワイヤーの長さを

短くすればよい。これは Pitch Rotationのところで検討した条件であるので、これ以上
の parameterの操作は行なえない。
これらの議論を踏まえて決定された TAMA300で使われる Suspension System の pa-

rameterを代入して熱雑音の大きさを計算する。計算に必要な parameterは以下の通り。

� M1 = 1:21[kg], M2 = 1:03[kg]

� !1=2� = 1:34 [Hz], !2=2� = 1:01[Hz]

� Q1 = 0:679

Q2は未知数として残した。
ここで近似式 (4.10)と (4.19)を用いて観測帯域の熱雑音の振るまいを調べよう。damping

magnetによる熱雑音と鏡を吊すワイヤーのロスによる熱雑音はそれぞれ以下のようになる。

GPendulum(magnet)(f) =
1:15� 10�22

f8
[m2/Hz] (4.79)

GPendulum(wire)(f) =
6:64� 10�28

f5
105

Q2
[m2/Hz] (4.80)

(4.81)

PhaseII の目標感度と比較するため、観測帯域 (150Hz � 450Hz) で積分し、Front mir-
ror,End mirrorは合計 4つあるので 4をかけ、振幅にするために平方根をとり干渉計の腕
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の長さ 300mで規格化する。

hrms(magnet) = 6:53� 10�22 (4.82)

hrms(wire) = 3:80� 10�21
s
105

Q2
(4.83)

まずmagnet dampingの熱雑音はPhaseIIの目標感度 (hrms = 3�10�21)よりずっと小さい。
よって問題が生じるとすればQ2が低い場合のみである。PhaseIIの目標感度と Pendulum

Modeの熱雑音が等しいとすると、

Q2 = 2� 105 (4:84)

となることがわかる。
厳密な式 (式 (4.7) を式 (3.8) に代入した式) のグラフを書くと図 4.15のようになる。

Q2 = 105と仮定した。
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図 4.15: Pendulum Modeの熱雑音のパワースペクトル (Q2 = 105)

高周波数域で f�5=2に比例し、それより低い周波数域で f�4に比例する。
実はこの計算は Violin Modeを考慮していない。よって Q値の下限、つまり式 (4.84)

はさらに高くなる可能性がある。

4.7.2 Pendulum ModeのQ値

先ほどの計算より Q2 > 2 � 105という制限があることがわかった。この制限が実現可
能かは Pendulum Modeの Q値は測定する他知る方法はなく、現在坪野研で計測中であ
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る [33, 34, 35]。それについてはこの論文のまとめでふれることにして、ここでは Q値の
上限について見積もる。
基本的に Yaw Rotationと同じ方法で推定することが可能である。式 (4.76)から明らか

に!2はワイヤーのバネ定数 k2に依存しないので、Pendulum Modeも復元力は重力による
ワイヤーの張力である22。つまり Pendulum Modeのポテンシャルエネルギーは重力によ
るポテンシャルエネルギーなので、散逸しない。ごくわずかに存在するワイヤーの弾性エ
ネルギーは散逸する。この弾性エネルギーのみ散逸すると仮定して Q値を推定する。ワ
イヤーの散逸がどの程度薄まるかを同様の方法で計算する。
Pendulumにおいてはワイヤーの曲げのみ考えればよい。曲げによるバネ定数 kbendの

大きさは

kbend =
n
p
TEI

2l2
(4:56)

であった。一方重力によるバネ定数は

kgrav =
M2g

l cos �
(4:85)

である。なお�はワイヤーと鉛直な直線がなす角である。式 (4.55)を参考にして Pendulum

の散逸�Penを計算すると

�Pen =
kbend
kgrav

�bend =
n
p
TEI

2M2gl
cos ��bend = 4:5� 10�4 � �bend (4:86)

数値は TAMAの仕様を代入して計算した。また 4本のワイヤーで吊られているので T =

M2g=4 cos �である。�bendは Yaw Rotationと同じく坪野研で測定された値 [33, 35]を参考
にして、�bend = 3:3� 10�4とする。よって Pendulum Modeの Q値 QPen = 1=�Penは

QPen = 6:7� 106 (4:87)

となる。かなり高い値で実際これほどの値になるかは疑問である。しかし LIGO,VIRGO

ではこのように推定した値の 1=3 � 1=2は出ているので [51, 70]、TAMAでも 106がでて
もおかしくはない。よって先ほどの計算のQ値の下限は実現不可能ではないと思われる。

4.8 continuous system の熱雑音

Violin Modeについて計算を行なう前に準備を行なう。Violin Modeを計算するときに
は Suspension Systemを 2 mode oscillatorとして取り扱うことはできない。バネ自体が横
波振動することを全く考慮していないからである。ここではワイヤーのような continuous

22やはり 1次のオーダーでワイヤーはのびない。
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systemの熱雑音の計算方法 [15]について議論する。また次の章で計算する鏡の熱雑音に
おいてもこの方法は有効である。
とりあえず話しを簡単にするために 1次元の continuous systemを考える23。まず con-

tinuous systemの微小変位を u(x; t)、線密度を�(x)と表記する。するとこの systemの運
動方程式は以下のようになる。

�
@2u

@t2
� T

@2u

@x2
= f(x; t) (4:88)

左辺第 1項は微小線素の加速度を表し、第 2項は微小線素に働く復元力を表す。微小線素
に働く復元力は隣接する微小線素から受ける力の差である。隣の微小線素自体から受ける
力は自分自身の変位と隣の線素の変位の差に比例するので (比例係数を Tとした。)結局
復元力は変位の 2階微分に比例する。また f(x; t)は continuous systemに働く揺動力であ
る。この揺動力はどのような形をしているのだろうか。ここでは熱雑音の計算をするわけ
であるが、continuous system全体の形が問題となるわけではない。continuous systemの
ある 1点つまりレーザービームが当る場所の振動の大きさが問題となるわけである。よっ
て揺動力はその場所にだけ働けばよい。その場所を x = x0とおくと

f(x; t) = F (t)�(x� x0) (4:89)

但し�(x)はDiracの�関数である。式 (4.88)に散逸項を導入し、impedanceZ = ~F=i!~u(x0)

を求めて熱雑音を求めることももちろん可能である24。しかしながらこの方法だと物理的
な意味がはっきりとしない。そこでここではmode展開を行ない、熱雑音を求めよう25。
とりあえず散逸については考慮せずに話しを進める。まず式 (4.88)の解は次のように

分解できる。

u(x; t) =
1X
n=1

wn(x)qn(t) (4:90)

ここで wn(x)qn(t)は f(x; t) = 0のときの式 (4.88) の解である。よって適当な定数!nを導
入すると次のような式が成立する。

T
@2wn
@x2

= �!n2�wn (4:91)

wn(x)は直交かつ完備な系をつくるが定数倍だけ任意である。そこで wn(x0) = 1となる
ように規格化を行なう。この systemは 0 � x � Lのみに存在すると定義すると、

Z L

0
�(x)wl(x)wn(x)dx = mn�ln (4:92)

232,3次元への拡張は容易にできる。
24magnet dampingのみ考慮した熱雑音を求める時はこの方法で計算する。
25中間mass以下の散逸のみ考慮した熱雑音を計算するときにはmode展開することによって計算する。
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mnは質量の次元を持つ量で換算質量と呼ばれる。その意味は後ほど述べる。以上のこと
から式 (4.88)をmode展開することができる。その結果は

mn �qn(t) +mn!n
2qn(t) = Qn(t) (4:93)

但し

Qn(t) =
Z L

0
f(x; t)wn(x)dx =

Z L

0
F (t)�(x� x0)wn(x)dx = F (t) (4:94)

である。これから continuous systemの運動方程式は無限個の調和振動子の運動方程式の
重ね合わせであることがわかる。
ここで換算質量の意味を考えよう。まず F (t) = 0とし u(x; t) = wn(x)qn(t)とおく。明

らかに u(x0; t) = qn(t)である。これをふまえて式 (4.93)をみるとあたかも観測点 u(x0; t)

は質量mn、共鳴角周波数!nの調和振動子のごとく振る舞うことがわかる。またこのとき
の continuous system全体の運動エネルギーを計算すると

1

2

Z L

0
�j _u(x; t)j2dx = 1

2
mn!n

2ju(x0; t)j2 (4:95)

つまり system全体のエネルギーは観測点 u(x0; t)が質量mn、共鳴角周波数!nの調和振動
子運動をしている時持つエネルギーに等しい。
話しをもとにもどす。式 (4.93)をFourier変換する。このときmn!n

2 ! mn!n
2[1+�n(!)]

として散逸を導入する。さらに ~qnについて解くと

~qn =
~F

�mn!2 +mn!n2[1 + �n(!)]
(4:96)

よって式 (4.90)より

~u(x0) =
1X
n=0

~F

�mn!2 +mn!n2[1 + �n(!)]
(4:97)

admittance(impedanceの逆数)は

�(!) =
i!~u(x0)

~F
=

1X
n=0

i!

�mn!2 +mn!n2(1 + �n(!))
(4:98)

式 (3.8)に代入して

Gu(x0)(f) =
1X
n=0

4kBT

!

!n
2�n(!)

mn[(!2 � !n2)2 + !n4�n
2(!)]

(4:99)

となる。つまり continuous systemの熱雑音は無限個の調和振動子の熱雑音の重ね合わせ
である。
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図 4.16: Violin Mode

4.9 Violin Mode の熱雑音

数学的な準備が終ったので Violin Modeの計算を行なう。
Violin Modeは図 4.16のようにワイヤーの横振動の反作用によって鏡や中間massが光

軸と平行な方向へ振動することを指す26。Double PendulumのViolin Modeを 1度に計算
するのは大変である。そこで以下のように考える。鏡に揺動力を加えた時の admittance

を求めるわけであるが、散逸として考慮する必要があるのは中間 massにかかる magnet

dampingと中間 massより下でおこる散逸である (中間 massより上でおこる散逸は揺動
力のかかる鏡から遠いことと、中間massにおいて強いmagnet dampingがかかることか
ら無視できる)。話しを簡単にするためにこの 2つの散逸による熱雑音を分けて計算する。
まず散逸はmagnet dampingのみである Double Pendulumの熱雑音を計算する。次に中
間massより下でおこる散逸による熱雑音を計算する。

4.9.1 magnet dampingのみ考えたViolin Modeの熱雑音

散逸としてmagnet dampingのみ考慮した場合のDouble Pendulumの熱雑音を計算す
る。ここではmode展開せずに熱雑音を求める。というよりもこの問題はmode展開でき

26図では鏡を吊すワイヤーしか書いていないがもちろん中間massを吊すワイヤーも考える。しかし bellows
は考えない。
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ない27。

impedance

鏡に揺動力 fを加えたとき鏡の位置 x2がどのように変化するか運動方程式を解いて求
める必要がある。ここでは impedance Zviolin2(!) � ~f=i! ~x2 を計算する。
ここでは結論だけ書く28と

Zviolin2(!) =
�!2M2[C(!)eik2l +D(!)e�ik2l] + iM2gk2[C(!)eik2l �D(!)e�ik2l]

i![C(!)eik2l +D(!)e�ik2l]
(4:100)

但し

C(!) =

"
�!v2M1 sin(k1l1)

M2g
+
M1 +M2

M2

v2 cos(k1l1)

v1

#

+i sin(k1l1)

 
1 +

M1!1pv2
Q1M2g

!
(4.101)

D(!) = �
"
�!v2M1 sin(k1l1)

M2g
+
M1 +M2

M2

v2 cos(k1l1)

v1

#

+i sin(k1l1)

 
1� M1!1pv2

Q1M2g

!
(4.102)

中間massを吊るワイヤーの線密度、長さ、質量をそれぞれ�1; l1; m1とした29。中間mass

を吊すワイヤーの横波の速度 v1は

v1 =

s
(M1 +M2)g

4�1
(4:103)

である。鏡を吊るワイヤーの線密度、長さはそれぞれ�2; l;m2 とする。鏡を吊すワイヤー
の横波の速度 v2は

v2 =

s
M2g

4�2
(4:104)

である。また k1 = !=v1; k2 = !=v2とした。そして

!1p =

s
(M1 +M2)g

M1l1
(4:105)

である。つまり!1pは Double Pendulumの振動周波数!1つまり式 (4.75)に等しい。
admittance �(!) = 1=Zviolin2を (3.8)に代入すれば熱雑音のパワースペクトルが求まる。

27理由は後述。
28導出方法は Appendix B 参照。
29この section の l1は従来のように bellowsと wire の長さの和でなく、wire のみの長さを表す。つまり

Appendix Aの l1 wireに相当する。
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近似された impedance

かなり複雑な式であり、物理的意味がとらえにくいので近似をしてみよう。
まず式 (4.101)(4.102) の虚部について考える。虚部は 2 つの項を含むがこれらの大小

関係を調べる。実際の parameter を代入すると!1p � 2�[rad/s], v2 � 5:0 � 102[m/s],

Q1 � 1;M1;M2 � 1[kg],より
M1!1pv2
Q1M2g

� 300� 1 (4:106)

つまり虚部の第 1項は第 2項に比べて非常に小さい。そこで虚部の第 1項を無視する。す
るとD = �Cとなり (4.100)は

Zviolin2(!) =
!l=v2

sin(!l=v2)

Mg

l

cos(!l=v2)� (!v2=g) sin(!l=v2)

i!
(4:107)

式 (4.107)は実は散逸のない Single Pendulumの impedanceに等しい (詳しくは [11])。よっ
て熱雑音のピークの周波数は中間massより下の散逸のみを考えた熱雑音と一致すると思
われる。

厳密な場合のグラフ

大体の物理的なイメージはわかったので厳密な場合を考えよう。ここでは厳密な場合の
グラフは図 4.17参照。TAMAの Suspension Systemの parameterを代入して計算した。
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図 4.17: magnet damping のみ考えた Violin Modeの熱雑音のパワースペクトル

後ほど登場する中間 massより下の熱雑音 (図 4.24)と比較するとピークの周波数は同
じであることがわかる。これは先ほどの考察とも一致する。つまりピークは鏡を吊すワイ
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ヤーの共鳴である。また図 4.15と比較するとピークのない低い周波数において Pendulum

Modeの熱雑音と一致することがわかる。またこの熱雑音は観測帯域においては Phase II

の目標感度より小さいことにも注意しよう。観測帯域で積分して、鏡の個数 4をかけて、
振幅にするため平方根をとり、基線長 300mで規格化すると

hrms(magnet) = 7:87� 10�22 (4:108)

となることがわかる。この値はPendulum Modeだけ考えた時の 1.2倍になっている。First
Violin Modeが観測帯域に近いのでピークのすそのが入ってきているからである。ここで
First Violin Mode(533Hz)に注目してみよう。この付近の伝達関数の絶対値、鏡に加わる
揺動力のパワースペクトル、鏡の変位のパワースペクトルのグラフを図 4.18、4.19、4.20
に示す。
伝達関数の絶対値をみてもわかるようにピークが存在する。これはちょうど鏡を吊すワ
イヤーがViolin Modeで共鳴しているためである。またその少し前に伝達関数の絶対値が
0になる周波数がある。これはちょうどワイヤーの長さが横波の半波長の整数倍になる周
波数である。
揺動力の振る舞いは以下のように理解できる。この揺動力 ~fは鏡に働いている。これは

系の様々な場所で生じる散逸をまとめて考えたうえで計算した揺動力である。しかしもう
1つの考え方があり、散逸の生じる場所に揺動力を加えて、その影響が鏡の位置にどのよ
うに伝達されるかを計算する方法である。電気回路の熱雑音の計算の方法に対応させると
前者は電気回路全体の impedanceを求めて熱雑音を求める方法に相当し、後者は回路に
おいて抵抗があればそれに雑音源となる電源を直列に配置し、それらの電源によって回路
の指定の部分にどれだけの電圧が生じるかを計算する方法に相当する。後者を今回の計
算にあてはめると散逸としてはmagnet dampingしか考えないので中間massに揺動力が
働き、それが鏡の位置にどのように影響するかを計算することに相当する。前者は計算は
簡単であるが、具体的にどこの散逸によって生じた揺動力が効いているのかはわかりにく
い。後者は計算は大変であるが、散逸ごとに計算するのでどの散逸による熱雑音が効いて
いるのかわかりやすい。ここでは前者と後者を比較して揺動力 ~fの周波数依存性について
調べよう。
鏡に働く揺動力 fから鏡の位置への伝達関数をHf!x2とすると鏡の位置~x2は

~x2 = Hf!x2
~f (4:109)

となり、中間massに働く揺動力 Fから鏡の位置への伝達関数をHF!x2とすると

~x2 = HF!x2
~F (4:110)

となる。これら 2式より
~f =

HF!x2

Hf!x2

~F (4:111)
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図 4.18: 1st Violin Mode付近の熱雑音
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図 4.19: 1st Violin Mode付近の伝達関数の
絶対値
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図 4.20: 1st Violin Mode付近の揺動力
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となることがわかる。magnet dampingは viscous dampingであるので式 (3.10)より ~Fは
周波数依存性のないwhite noiseであることがわかる。よって ~fの周波数依存性を決めるの
は伝達関数の比の部分である。violin modeの共鳴周波数においては散逸がなければ鏡の
振幅は無限大となりどちらの伝達関数も発散する [11, 30]。この比をとるので ~fは共鳴周
波数においては特に特異点や零点となるような振るまいはしない。一方鏡に力を加えた時
にはある周波数で鏡が静止するが、中間massに力を加えた時には鏡が静止するような周
波数は存在しない [11, 30]。よって鏡に力を加えた時に鏡が静止する周波数では式 (4.111)

の伝達関数の比は発散するので揺動力 ~fも発散する。
鏡を吊すワイヤーの共鳴はピークとして表れているが中間massを吊すワイヤーの共鳴

ピークは見えない。存在しないのだろうか。そこで中間massを吊すワイヤーの共鳴周波
数で一番低い 513Hz付近を拡大してみることにした。同じく伝達関数の絶対値、鏡に加わ
る熱雑音力のパワースペクトル、鏡の変位のパワースペクトルのグラフを図 4.21、4.22、
4.23に示す。
伝達関数の絶対値は単調に変化している。しかし熱雑音力のパワースペクトルは発散す

るところがある。これは中間 massを吊すワイヤーが共鳴しているため中間 massが大き
く動き散逸が大きくなって揺動力が大きくなったためである。中間massが大きく動くと
いうことは鏡を吊すワイヤーの形は 1段振り子として考えたときよりも 1番ずれている。
先ほど式 (4.101)(4.102)で虚部の第 1項を無視したがその第 1項が第 2項に比べて相対的
に一番大きくなるのがこの周波数である。また発散する少し手前で揺動力は 0になる。こ
れはちょうどワイヤーの長さが半波長の整数倍になって中間massが静止している状態に
あたり散逸が 0になったためである。
さて TAMAの Suspension Systemの parameterをもとに熱雑音を計算した。逆にこれ

らの熱雑音が parameterに制限を与えるであろうか。基本的に共鳴周波数が観測帯域よ
りなるべく高くなることが必要である。鏡を吊すワイヤーの共鳴周波数については中間
massより下の散逸による熱雑音でも問題となるのでそこで議論する。残った問題は中間
massを吊すワイヤーの共鳴周波数であるが、実はこれは観測帯域にあっても熱雑音はた
いして大きくならない30。そこで熱雑音だけ考えればとくに中間massを吊すワイヤーの
共鳴周波数を気にする必要はない。しかし防振などの点からいうとやはり観測帯域より高
くするのが望ましい。共鳴周波数を高くする方法については後ほど述べるが、密度の小さ
い材質のワイヤーにする、細くする、短くするの 3通りある。すでに Pitch Rotationや
Vertical Vibration からの要求によってワイヤーは切れない程度まで細くなっている。ま
たベローズが存在することによって Pendulum Modeの共鳴周波数を高くすることなくワ
イヤーの長さは短くなった。この 2点によってとりあえず共鳴周波数を観測帯域から追
い出すことに成功した。さらに観測帯域から離すために DAT51というチタンとタングス
テン合金を使用するという案も出ている。これはタングステンより密度が小さいためであ

30観測帯域に共鳴周波数が存在する場合の計算もやってみたが積分しても PhaseII よりずっと小さかっ
た。ピークの幅が極めて小さいせいだろうか。
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図 4.21: 1st Violin Mode付近の熱雑音
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図 4.22: 1st Violin Mode付近の伝達関数の
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図 4.23: 1st Violin Mode付近の揺動力
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る。散逸は大きいのだが先ほども議論したように中間massより上の散逸は無視できるの
で気にする必要はない。

4.9.2 中間massより下の散逸によるViolin Modeの熱雑音

中間massより下の散逸による熱雑音を計算する。magnet dampingを無視するために
中間massは固定されていると考える。この問題はmode展開を行なって解く。
式 (4.99)より運動方程式を解いて、mnと!nを求める必要がある。
運動方程式について考える [11, 30]。質量M2の鏡を 4本のワイヤーで吊すので 1本の
ワイヤーにM2=4の質点がぶら下がっている systemが 4個同相運動していると思えばよ
い。そのうちの 1つの運動方程式を解けばよい。ワイヤーにそって x軸をとり、上のクラ
ンプ点で x = 0、鏡のクランプ点で x = lとする。ワイヤーの横変位を u(x; t)とする。
まず上のクランプ点は動かないので、

u(0; t) = 0 (4:112)

0 � x � lでは横波の波動方程式が成立する。ワイヤーの線密度を�、ワイヤーにかかる
張力を Tとすると

�
@2u

@t2
� T

@2u

@x2
= 0 (4:113)

ワイヤーと鉛直方向がなす角を�、重力加速度を gとすると

T =
M2g

4 cos �
(4:114)

である。また波の速さを vとすれば v =
q
T=�である。

クランプ点ではワイヤーの振動によって鏡が動く。揺動力 f(t)も働く。ワイヤーは斜
めに張っていることを思い出して、

M2

4

@2u

@t2

�����
x=l

= �T cos �
@u

@x

�����
x=l

+ f (t) (4:115)

f(t) = 0として共鳴周波数と換算質量を求める。解を

u(x; t) = [A exp(ikx) +B exp(�ikx)] exp(i!t) (4:116)

として計算する。但し A;Bは定数、kは波数で、k = !=vである。式 (4.112)よりB = �A
であることはすぐわかる。さらに式 (4.115) から共鳴周波数!nは次の方程式を満たすこと
がわかる。

cos

 
!nl

v

!
�
 
!nv

g

!
sin

 
!nl

v

!
= 0 (4:117)
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ワイヤー 1本の質量を m = �lとするとM2 � 4mなので式 (4.117) は近似して解くこと
ができる。
まず一番小さい共鳴周波数!0は

!0 =

s
g

l2
= 1:01[Hz] (4:118)

これはいわゆる振り子の角周波数に等しい。それ以外の!nは

!n � n�!0

s
M2

4m
= 533� n[Hz] (4:119)

である。数値は TAMAの仕様をもとに計算した。この Violin Modeの熱雑音が TAMA

の Suspension Systemの parameterに与えた制限は後ほど議論する。
またこの systemの基底 wn(x)として

wn(x) =
sin(knx)

sin(knl)
(4:120)

を採用する。但し kn = !n=vである。mnは 4本のワイヤーと鏡 total で定義しよう。式
(4.92)より、

mn = 4
Z l

0
�fwn(x)g2dx+M2 (4:121)

これを計算すると、

mn =
M2

2

"
1 +

1

cos2(knl)

�
!n
!0

�2#
(4.122)

�
8<
:
M2 (n = 0)
M2
2

�
!n
!0

�2
(n 6= 0)

(4.123)

mn; !nがわかったのであとは�n(!)が決まれば良い。例によって structure damping model、
つまり�n(!) = 1=Qnを採用する。さらに Qn = Q0=2(n 6= 0)という関係式が成立すると
仮定しよう。この根拠は後ほど議論する。
Q0を未知数として残したまま観測帯域の熱雑音の大きさを計算する。観測帯域は共鳴

周波数から離れているので熱雑音の振幅は Q0の平方根に反比例することがわかる。観測
帯域は 150Hz � 450Hzである。鏡は 4個あるので 4をかけ、振幅にするために平方根を
とって、干渉計の腕の長さ 300mで規格化することにより

hrms(wire) = 4:33� 10�21
s
105

Q0
(4:124)
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となる。Pendulum Modeだけ考えた時と比べると振幅は 1.1倍になっている。1st Violin
Modeのすそのの影響が出ている31。この熱雑音が PhaseIIの目標感度と同じであるとす
ると、

Q0 = 2:5� 105 (4:125)

となる。Pendulum Modeのみ考えたとき (つまり式 (4.84)のこと。) より Q値の下限は
少し大きくなっているが、この値は Pendulum Modeの Q値の上限 (4.87)より 1桁以上
小さい。よって実現不可能ではないだろう。
またQ0 = 105のときの熱雑音のグラフは図 4.24の通り。70Hz以上から 1st Violin Mode

までの間が図 4.15と同じであることに注意。
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図 4.24: 中間 mass より下の散逸のみによる Violin Mode の熱雑音のパワースペクトル
(Q0 = 105)

4.9.3 両方の散逸を考えた時の熱雑音

magnet damping による熱雑音と中間 mass 以下で生じる散逸による熱雑音を別々に
計算してきたが、一緒に考えるとどうなるであろうか。まずmagnet dampingの方だが、
dampingが強力なので中間massはほとんど動かない。そこでSuspension SystemはDouble

PendulumでなくSingle Pendulumであり、その代わり支持点は完全に固定されているわけ
ではなく少し動き、それにより散逸が生じると解釈することが可能である。つまりDouble

31観測帯域においておける熱雑音 (m2/Hz)の寄与は Pendulumを 1とすると 1st Violin Modeは 0.29、
2nd Violin Modeは 0.008である。ちなみに n th Violin Modeのパワースペクトル密度への寄与は!nより
ずっと小さい周波数域で n4に逆比例する。
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Pendulumの magnet damping による散逸を Single Pendulumのクランプ点の散逸と置
き換えてしまうのである。中間mass以下の散逸はもともと Single Pendulumと考えてい
る。これにより問題は Single Pendulumに帰着された。支持点はそれほど大きく動かない
のでmagnet dampingによる散逸はそれほど大きくない。もちろん中間mass以下の散逸
も小さい。よって両方の散逸を考えたときの熱雑音は各々の熱雑音の和であると考えられ
る32。今までの議論よりmagnet dampingによる熱雑音は観測帯域においては問題になら
ないので、結局中間mass以下の散逸による熱雑音のみに注意をはらえばよい。

4.9.4 Violin ModeのQ値

Violin ModeのQ値は Pendulum ModeのQ値の半分という仮定のもとで計算を行なっ
たがこれはどのような根拠に基づくものであろうか。
Pendulum ModeとViolin ModeのQ値の関係についてはいくつかの研究が行なわれて

いる。Gillespie and Raabは次の条件のもとで Violin ModeのQ値は Pendulum Modeの
Q値の半分になることを示している [24] 33。

� 散逸の大きさは周波数に依存しない。

� Pendulum Modeも Violin Modeも復元力は重力によるワイヤーの張力である。

� 散逸はクランプ点もしくはその付近でのみおこる。但しそのメカニズムは問わない。

� 散逸はクランプ点でのワイヤーの角度に比例する。

� 鏡自体は回転しない。

1番目の条件は structure damping modelを採用するということである。2番目の条件
は Pendulum Modeと低次の Violin Modeについては正しいと思われる。しかし高次の
Violin Modeでは怪しい。復元力としてワイヤーの弾性が効いてくるからである。また共
鳴周波数自体も弾性エネルギーの影響によって式 (4.119)からずれてくる [29]。しかし高
次の Violin Modeが観測帯域の熱雑音に寄与する割合が小さいので心配する必要はない
と考えられる。3番目の条件であるがこれも高次の Violin Modeでは怪しくなってくる。
Violin Modeの復元力としては重力によるワイヤーの張力のみを考えた。これは基本的に
散逸はない。しかしながら高次の Violin Modeにおいてはワイヤーの弾性による復元力が
無視できない。弾性エネルギーはワイヤー全体に分布しておりそして弾性エネルギーは散
逸していく。つまりワイヤー全体で散逸が起こるようになってくる [29]。しかしこれも高
次の Violin Modeの熱雑音はもともと観測帯域では小さいことからこれもそれほど大き

321st Violin Modeより低い周波数では両方の熱雑音の和が 2 mode oscillator modelで計算したPendulum
Modeの熱雑音と一致することからもこのような予想ができる。

33[24]では Violin Modeの Q値を計測し、Pendulum Mode はその 2倍と推定している。
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い影響を及ぼさないであろう。4番目の条件は変位が小さい限り大丈夫であろう。5番目
の条件は上と下のクランプでのワイヤーの角度が同じになる、つまり散逸の大きさは上の
クランプ付近でも下のクランプ付近でも同じということを保証している。TAMAの鏡は
2本のワイヤーで吊られる予定であり、鏡自体の回転はほとんどないと思われるのでこの
条件を満たしている。
Gillespie and Raabはこれらの条件から、座標としてクランプ点のワイヤーの角度を採

用したとき、Pendulum Mode のポテンシャルエネルギーが Violin Mode の 2 倍になる
ことを示している。さらにこれらの条件から Pendulum Mode の散逸の大きさは Violin

Modeの散逸の大きさに等しくなるので、Violin Modeの Q値は Pendulum Modeの半分
になるという結論を導いている。
またこの systemと等価な電気回路を考えて熱雑音を計算した例もある [26]。クランプ

点で散逸が起こるワイヤーを両端が大きい抵抗 (但し抵抗の大きさは!に反比例する。つ
まり structure dampingをあらわしている。) で terminateされている伝送線に置き換え
て計算している。やはりこれでも Violin Modeの Q値は Pendulumの半分になった。
また 1 本のワイヤーで懸架された鏡の Violin Modeの Q 値の計算も行なわれている。

この場合鏡が回転するため Q値は Pendulum Modeの 1/4になっている [29]。

4.9.5 ワイヤーの選択

parameterを与えて熱雑音の大きさを計算したが、逆に熱雑音からこれらの parameter

にはどのような制限を与えるのだろうか。またさらに熱雑音を下げることは可能であろう
か。Pendulum Modeと First Violin Modeの周波数の比!1=!0が大きいほど重力波観測と
いう目的にとっては有利である。そのためには式 (4.119)よりワイヤーの質量mが小さけ
ればよい34。そのための条件としては

� 密度が小さい。

� 径が小さい。

� 長さが短い。

が考えられる。とりあえず材質はタングステンに限定して考える。まず径であるが Pitch

Rotationや Vertical Vibrationからなるべく小さくするという要求があり、すでに切れな
い程度に細くなっているのでこれ以上の変更は不可能である。では短くするのはどうであ
ろうか。短くすると Pendulum Mode の共鳴周波数が高くなり熱雑音が大きくなる。よっ
て最適の長さが存在するはずである。話を簡単にするためにワイヤーはしぼられていな
い、つまり鉛直方向に平行だとしよう。他の parameterを変えずに長さだけ、1cmずつ変
えて計算したところ 22cmで極小となった。現実の長さは 24.5cmである。しぼってある

34鏡の質量M2は決まっている。
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という違いはあるが長さに大した差はない。しかもワイヤーが鉛直なとき長さを 3cm程
度かえても熱雑音の振幅にして 4%程度しか増えない。よって材質をタングステンに限定
する限り現在の TAMAの Supension Sytemは Pendulum+Violinの熱雑音という点から
は最適化されていることがわかる。
残る方法はワイヤーの材質をタングステン以外のものに求めることである。Pendulum

Modeの周波数は長さのみによって決まるので、Pendulum Modeの周波数が同じときに
Violin Modeの周波数が大きい材質を選ぶ。新たな材質が満たすべき条件としてはまず先
ほどもあげたが

� 密度が小さい。

がある。またできるだけ径が小さくできるようにするために

� 引っ張り強度が大きい。

という条件も加わる。 Pitch Rotationや Vertical Vibrationも考慮して

� Young率が小さい。

という条件も加えよう。また熱雑音を小さくするために当然

� ワイヤー自体の散逸が小さい。

� ワイヤーの弾性エネルギーの重力によるポテンシャルエネルギーに対する比が小
さい。

ということも考慮する必要がある35。これらの条件においてタングステンより大きく有利
な材質は今のところ見つかっていない。
例えば鉄は散逸以外の 3条件においてはタングステンより有利な材質である。また散

逸もタングステンと比べて悪いわけではない。しかし damping magnetとの couplingが
心配される。先ほど登場したチタン合金DAT51 も散逸以外の条件についてはタングステ
ンより有利だが散逸が大きい。
以上から Pendulum+Violinの熱雑音を parameterを操作したり材質を変えて大幅に小

さくすることは難しいと思われる。

4.9.6 Yaw RotationのViolin Mode

Violin Modeの熱雑音というと今まで議論してきたようにワイヤーの横波の振動の反作
用によって鏡が光軸方向に揺らぐ現象を指す。しかし横波の振動方向は光軸に平行とはか

35これら散逸の測定に関しては [33, 34, 35] 参照。
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ぎらない。特にこの横波の反作用によって鏡が Yaw Rotationすれば、それは重力波検出
器にとって雑音になる。この Yaw Rotationの Violin Modeについて計算した。
観測帯域では中間mass以下の散逸による熱雑音が dominantであることが今までの議

論からわかっているので、中間massを固定してそれより下の部分だけを考える。
実際の TAMAの Suspension Systemについてこの熱雑音を計算するのは、かなり困難

である。それはワイヤーが鉛直方向に平行でないからである。
しかし鉛直方向に平行なときには今まで議論してきた Violin Modeと同様の計算が可

能である。ここでは結果だけ記す。まず共鳴周波数であるが一番低い周波数!0(Yaw)は

!0(Yaw) =

s
M2gr2

Imirl
(4:126)

である。但し rは鏡の重心と通る鉛直な直線とワイヤーの距離、lはワイヤーの長さ、Imir
は鏡の慣性モーメントである。これと式 (4.42)(4.44)(4.46)を比較するとわかるように、こ
れはワイヤーが鉛直方向にあるときの Yaw Rotationの共鳴周波数に等しい。これより高
い共鳴周波数!n(Yaw)は普通の Violin Mode、つまり式 (4.119)と同じである36。

!n(Yaw) � n�!Pen

s
M2

4m
= 533� n[Hz] (4:127)

また各モードの換算慣性質量モーメント Inを計算することができる。その結果は以下の
通り。

In =
Imir
2

2
41 + 1

cos2(knl)

 
!n(Yaw)
!0(Yaw)

!2
3
5 (4.128)

�
8><
>:
Imir (n = 0)

Imir
2

�
!n(Yaw)
!0(Yaw)

�2
(n 6= 0)

(4.129)

式 (4.122)(4.123)と比較してみると鏡の質量を慣性モーメントに変え、Pendulum Mode

の共鳴周波数を Yaw Rotationの共鳴周波数に変えただけである。また Violin Modeの Q

値は Yaw RotationのQ値の半分とする37。
各モードの共鳴周波数と換算慣性質量モーメントと散逸がわかったので式 (4.99)を使っ

て熱雑音を計算することができる。
そこで以下のような Systemを考えて熱雑音を計算する。

� ワイヤーの長さ、中間 massにおけるワイヤークランプ点は TAMAの Suspension

Systemと同じ。

� 鏡のワイヤークランプ点は中間massのクランプ点の真下にある。
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図 4.25: 計算を容易にするために加えた変更

TAMAの Suspension Systemからこの Systemへの変更を図示したのが図 4.25である。
ワイヤーは鉛直方向に平行になるので熱雑音の計算は先に述べた方法で計算できる。

この Systemと TAMAの Suspension Systemを比べると、ワイヤーの長さは同じなので
Violin Modeの共鳴周波数は変わらない。しかしYaw Rotationの共鳴周波数は変わってし
まう。そこで熱雑音の計算をするときにはTAMAの Suspension Systemの Yaw Rotation

の共鳴周波数を採用する。またワイヤーは鏡の中心に近付いたのでワイヤーの換算慣性
モーメントへの寄与は小さくなる。つまりTAMAの Suspension SystemよりViolin Mode

の熱雑音は大きくなるので、TAMAの Suspension Systemの熱雑音の上限をおさえるこ
とができる。
計算したところ、観測帯域における熱雑音の振幅はYaw Rotationのみ考えた時に比べ

て 2%ほど大きくなることが判明した。よって Violin Modeを考慮しても、観測帯域の熱
雑音の大きさは Yaw Rotationのみを考えた時と大差ない。つまり Yaw RotationのQ値
の下限が大きくなることはない。
Yaw Rotation の Q 値を 105としたときの熱雑音のパワースペクトル密度は図 4.26の

通り。

36!Penは Pendulum Modeの角共鳴周波数であり、
p
g=lに等しい。

37運動方程式が普通の Violin Modeと同じになるので、この仮定もおそらく成立すると思われる。
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図 4.26: Yaw Rotation(Violin Modeまで考えた)の熱雑音のパワースペクトル (Q = 105)

4.10 couplingを考慮した熱雑音

Violin Modeの熱雑音以外を計算するときに 2 mode oscillatorというモデルを用いた。
しかしながら Suspension Systemの非対称性などによって couplingが存在する。これら
couplingは防振にとっては深刻な問題となる [74]。熱雑音はこれらの couplingによって
大幅に増加するか否かを検証した。
2 mode oscillatorでは Suspension Systemの 2つの自由度のみを考えている。ここでは

4つの自由度を考えてみよう。中間massの 2つの自由度を x1、y1とし、それに対応する
鏡の自由度を x2、y2としよう。そして y2の揺動を計算する。以下のようにベクトル ~X を
定義する。

~X �

0
BBBBB@

~x1

~x2

~y1

~y2

1
CCCCCA (4:130)

このベクトルを用いるとフーリエ変換された運動方程式は以下のように行列を使って表
すことが出来る。

� !2M ~X + C ~X +K ~X = ~F (4:131)

Lagrangianから運動方程式が導かれるので行列は全て対称でなければならない。左辺の
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最初の項は加速度に相当する項である。Mは以下のような行列である。

M =

0
BBBBB@
mx1

mx2

my1

my2

1
CCCCCA (4:132)

非対角成分は 0である。対角成分は中間massや鏡の質量もしくは慣性モーメントに相当
する量である。この行列の非対角成分が 0ということは熱雑音にとって大きな意味を持っ
ている。もし 0でないと熱雑音はかなり大きくなってしまうのである。
例えば Pendulum Modeの熱雑音について 2 mode oscillator modelによって計算をす

るとき、座標として中間massを懸架するワイヤーが鉛直方向となす角�1と鏡を懸架する
ワイヤーが鉛直方向となす角�2を採用すると行列Mの非対角成分は 0にならない。この
ため�2の揺動を計算するとかなり大きい値になる [45]。しかしこの結果は深刻な問題には
ならない。それは鏡の光軸方向への変位 x2は、x2 = l1�1+ l2�2となるからである38。つま
り�1と�2の揺動はほぼ同じ大きさでかつ逆相であるので相殺しあい、x2の値は小さくなる
のである。
左辺第 2項は散逸項である。これは後ほど考える。
左辺の最後の項は復元力に相当する項であり 2 mode oscillatorの運動方程式 (4.5)(4.6)

を参照にすると以下のようになる。

K =

0
BBBBB@
mx1!x1

2 +mx2!x2
2 �mx2!x2

2 � �

�mx2!x2
2 mx2!x2

2  �

� � my1!y1
2 +my2!y2

2 �my2!y2
2

 � �my2!y2
2 my2!y2

2

1
CCCCCA (4:133)

�; �; ; �以外は散逸のない 2 mode oscillator の運動方程式そのままである。�; �; ; �は
couplingを表す定数である。

~Fは揺動力を表す。ここでは y2の揺動を計算するので

~F =

0
BBBBB@

0

0

0
~f

1
CCCCCA (4:134)

方程式 (4.131)を解いて39impedance Z = ~f=i!~y2を求め、式 (3.8)に代入することによっ
て熱雑音を計算することができる。coupling自体はそれほど大きいものではないので、最
低次の項のみ考える。今までの議論では 4つの自由度しか扱っていないが、最低次の項ま

38但し l1; l2はそれぞれ中間mass、鏡を懸架するワイヤーの長さである。
39Cramerの公式を使うとよい。

84



でしか考えないのであれば、たとえ 12個全ての自由度を考慮したとしても自由度 4つの
場合の和に帰着される。
couplingが存在することによって以下のような補正が必要であると考えられる。

1. 伝達されないはずの熱雑音が couplingが存在することによって鏡に伝達されてしま
うことによる補正

2. couplingで生じる散逸による熱雑音の存在による補正

まず 1.について考える。Suspension Systemにおいて最大の散逸はmagnet dampingで
あるので、magnet dampingによって生じる中間massの熱雑音が couplingによってどの
程度鏡に伝達するかをまず計算しよう。散逸としてmagnet dampingのみを考えて計算す
る。よって散逸を表す行列 Cは以下のようになる。

C =

0
BBBBB@
mx1!x1

2�x1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 my1!y1
2�y1 0

0 0 0 0

1
CCCCCA (4:135)

但し

�x1(!) =
!

!x1Qx1

(4.136)

�y1(!) =
!

!y1Qy1

(4.137)

であり、これらはmagnet dampingを表す。
計算すると y2の熱雑音のパワースペクトル密度Gy2は以下のようになる。ただし観測帯

域!は!x1 ; !x2; !y1; !y2よりずっと大きいとする。

Gy2(f) =
4kBT!x1
mx1Qx1

�2

my2
2

1

!8
(4:138)

couplingのうち�にしか依存しないことに注意。couplingによる熱雑音は観測帯域におい
ては f�8に比例する。2 mode oscillator modelにおいても中間massから鏡に伝達する熱
雑音のエネルギーは f�8に比例することを思い出すと、この熱雑音の物理的な意味は本来
伝達されないはずの中間massの揺動が couplingによって鏡に伝達されているということ
である。つまり 2 mode oscillator modelにおける中間massからの熱雑音が補正を受ける
ことになるわけだがそれはどのくらいの大きさだろうか。
この大きさについて具体的に計算してみよう。
式 (4.138)について考えてみよう。3つの分数の積として書かれているが、最初の分数

は viscous dampingの調和振動子の熱雑音のパワースペクトル密度の係数に等しい40。こ
40式 (3.18)参照。
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の係数の大きさは自由度に依存するように見える。しかしmx2は中間massの質量もしく
は慣性モーメントを表す量であり、たとえ慣性モーメントとしても、Appendix Aからわ
かるように自由度が変わっても 2倍は変わらない。また (!x1=Qx1)であるが、Appendix
Aからわかるようにこれは自由度に依存しない。よってこの係数は並進もしくは回転に話
を限定すれば、自由度には依存しない。2番目の分数の分母は鏡の質量もしくは慣性モー
メントであるからこれも自由度にあまり依存しない。よって問題となるのは couplingの
大きさ�がどの程度であるかということである。
まず式 (4.130)のベクトル成分 x; yが両方とも並進 (例えば Pendulum ModeとVertical

Vibration)もしくは回転 (例えば Pitch RotationとYaw Rotation)の場合を考える。この
とき式 (4.131)の行列要素は全て同じ次元の量となり、大きさを比較することができる。
式 (4.138)において� = �my2!yz

2とおくと 2 mode oscillatorにおける中間massからの熱
雑音、つまり式 (4.19) と等しくなることと、�my2!y2

2自体も行列 Kの非対角成分である
ことに注意しよう。当然のことながら�の絶対値はmy2!y2

2よりずっと小さい41。よって以
上の議論から、x; yが両方とも並進もしくは回転のときには couplingによって伝達する熱
雑音は 2 mode oscillatorにおける中間massからの熱雑音よりずっと小さく問題にならな
いことがわかる。
では x; yの片方が並進で片方が回転の場合はどのようになるのであろうか。今度は行列

Kの要素の次元は同じではないので今までの議論は成り立たない。そこで実際に計算を
行なうしかない。ここでは最大の couplingによる熱雑音を計算してみよう。Suspension
Systemの couplingとして鏡のワイヤーのクランプ点が鏡の重心と同じ高さでないことに
よる couplingと非対称性による couplingが存在する。前者の couplingの方が大きいので
そちらを計算する。
この couplingは Pendulum Modeと Pitch Rotation の間に生じる。まず中間 massの

Pendulum Modeの熱雑音がどの程度鏡の Pitch Rotationに伝達されるか計算しよう。こ
のとき式 (4.130)において xが光軸方向への並進運動を、yが Pitch Rotationに相当する
ことになる。このとき [74]より

� =
m2gd4
l2

(4:139)

となる42。これを代入して計算すると

Gcopling(pen!pit) =
1:04� 10�20

f8
[rad2=Hz] (4:140)

となる。中間 massの Pitch Rotationによる鏡の Pitch Rotationの熱雑音の大きさは式
(4.34)より 8:12� 10�18=f 8[rad2=Hz] であるから 3桁近く小さいことがわかる。よって問
題にならない。

41そうでなければ 2 mode oscillator modelという近似の意味は無くなる。
42parameterの定義は Appendix A参照のこと。
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次に中間massの Pitch Rotationの熱雑音が鏡の Pendulum Modeにどの程度伝達され
るかを計算する。今度は式 (4.130)において xが Pitch Rotation、yが並進に対応する。だ
が、この場合実は� = 0である [74]。よって非対称性による couplingが問題になるが、そ
の大きさは式 (4.139)の�より小さいであろう。よってここでも�として式 (4.139)を採用
して、熱雑音の計算を行なった。結果は以下のようになった。

Gcopling(pit!pen) =
5:70� 10�24

f8
[m2=Hz] (4:141)

中間 massの Pendulum Modeによる鏡の Pendulum Modeの熱雑音の大きさは式 (4.79)

より 1:15 � 10�22=f 8[m2=Hz] であるから 1桁以上小さいことがわかる。よって問題にな
らない。
今までの議論をまとめると中間 mass の magnet dampingによる熱雑音が couplingに

よって伝達される大きさは 2 mode oscillatorにおいて中間massから伝達される熱雑音よ
りずっと小さく問題にならない。
magnet dampingのみ考えて計算したが、その他に中間massと鏡の間で生じる structure

dampingが存在する。これによる熱雑音を計算しよう。このとき散逸を表す行列 Cは以下
のようになる。

C =

0
BBBBB@

mx2!x2
2�x2 �mx2!x2

2�x2 0 0

�mx2!x2
2�x2 mx2!x2

2�x2 0 0

0 0 my2!y2
2�y2 �my2!y2

2�y2
0 0 �my2!y2

2�y2 my2!y2
2�y2

1
CCCCCA (4:142)

但し

�x2(!) =
1

Qx2

(4.143)

�y2(!) =
1

Qy2

(4.144)

であり、これらは structure dampingを表す。
計算するとこれらの熱雑音は観測帯域において f�9に比例することがわかる。これはど

のような物理的な意味を持つのだろうか。中間massに加わる揺動力の原因となる散逸は
magnet dampingだけでなく、中間massと鏡の間の structure dampingもある。structure
dampingによる揺動は観測帯域のような高周波数域においては single harmonic oscillator

の熱雑音と同じになるので、式 (3.22)より f�5に比例する。この揺動が鏡に伝達すると防
振比の 2乗をかけた値になる。防振比は f�2に比例するので、鏡の揺動は f�9に比例する
ことになる。つまり中間 massと鏡の間の散逸によって中間massが揺動し、その揺動が
本来伝達されない鏡の自由度へ coupling によって伝達されたものである43。しかし中間

43今までの議論から f�9に比例する項は couplingのない 2 mode oscillatorにも存在することがわかる。
実際に式 (4.7)を展開して求めることができる (式 (4.7)の分子第 3項の分数の分母第 3項に由来する。)。
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massにかかる揺動力は magnet dampingによって決まり、その他の散逸は無視できるの
で、f�9に比例する項は全てmagnet dampingの熱雑音が鏡に伝達するものより小さいと
考えられる。よってこれらの熱雑音を考慮する必要はない。
次に 2.について考える。couplingが存在することによってポテンシャルエネルギーに

新しい項が登場する。このエネルギーの散逸によって生じる熱雑音が 2.である。散逸を
表す行列 Cは以下のようになる。

C =

0
BBBBB@

0 0 ��� ���

0 0 � ���

��� ��� 0 0

� ��� 0 0

1
CCCCCA (4:145)

但しこれらは物質内部の散逸と考えられるので��; �� ; �; ��は周波数に依存しないと仮定
する。またその大きさも�x2; �y2にほぼ等しいとする。
計算した結果は以下の通り。

Gcoupling(f) =
4kBT

my2
2

1

!7

 
�2

mx1

2�� +
�2

mx2

2��

!
(4:146)

2 mode oscillator modelにおいて中間massと鏡の間の散逸による熱雑音、つまり式 (4.10)

は f�5に比例する。ここでさらに高次の項を計算すると f�7に比例する項44があらわれる。
それは以下の通り。

Gcoupling�2mode(f ) =
4kBT

my1

!y2
4

!7
2�y2 (4:147)

これは式 (4.146) の第 1 項において、� ! �my2!y2
2;mx1 ! my1 ; �� ! �y2にしたもの

と形が同じであることに注意。�my2!y2
2�y2が式 (4.142) の非対角成分であることから、

式 (4.146)(4.147)はいずれも行列 Cの非対角成分による熱雑音であると解釈することがで
きる。
これらの熱雑音の大きさがどの程度であるか、推定してみよう。magnet dampingによ

る中間massの熱雑音がどの程度鏡に couplingによって伝わるかという問題と同様の方法
で議論できる。
まず x; yが両方とも並進もしくは回転のときは、行列要素が全て同じ次元を持ち、比較
することができる。この場合行列 Cの非対角成分のうち一番大きい成分による熱雑音が一
番大きくなるはずである。��; ��; �y2 いずれも同程度の大きさとすれば

45、my2!y2
2は�; �

の絶対値よりずっと大きいから、式 (4.147)が式 (4.146)よりずっと大きくなる。さらに
前者は 2 mode oscillator modelでも存在したが、問題にならないほど小さかったので46、
これらの熱雑音は非常に小さいことがわかる。

44式 (4.7) の分母第 3項の分数の分子に由来する項。
45おそらく無理のない仮定と思われる。
46観測帯域では中間mass以下の散逸による熱雑音つまり式 (4.10)の高々1/50程度である。
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x; yが片方が並進で片方が回転の場合には計算を行なわなければならない。�としては
先ほど同様式 (4.139)を採用し、� = �、�� = �� = �y2 = 1=Q2として計算を行なった。x
が Pendulum Mode、yが Pitch Rotationを表すとすると、式 (4.146) (4.147)は以下のよ
うになる。

Gpen$pit(f) =
2:24� 10�25

f 7
105

Q2
[rad2=Hz] (4.148)

Gpit$pit(f) =
7:60� 10�22

f 7
105

Q2
[rad2=Hz] (4.149)

添字からわかるように式 (4.148)が式 (4.146)に具体的な値を代入したものである。
xが Pitch Rotation、yが Pendulum Modeを表すとすると、式 (4.146) (4.147)は以下

のようになる。

Gpit$pen(f ) =
1:91� 10�28

f7
105

Q2
[m2=Hz] (4.150)

Gpen$pen(f ) =
1:15� 10�27

f7
105

Q2
[m2=Hz] (4.151)

どちらの場合も 2 mode oscillator modelにも存在するGpit$pit; Gpen$penの方が大きい。
そしてこれらは 2 mode oscillator modelでは問題にならないほど小さい。
まとめると中間massと鏡の couplingの散逸でおこる熱雑音は無視できるということで

ある。
また 2 mode oscillator modelにおいては、観測帯域では中間mass以下の散逸による熱

雑音、つまり式 (4.10)が dominantであるがこの熱雑音は今までの議論より couplingが
存在してもその影響は受けないことにも注意されたい。これは熱雑音にとって非常に有利
な点である。
今までの議論をまとめると以下の通り。

1. 2 mode oscillator modelは観測帯域では中間massと鏡の間の散逸による熱雑音、つ
まり式 (4.10)が dominantであるが、この雑音の大きさは couplingが存在しても変
化しない。

2. couplingによってmagnet dampingによる中間massの熱雑音が鏡に伝達される。こ
の熱雑音の大きさは 2 mode oscillator modelにおいて中間massから鏡に伝達され
る熱雑音よりずっと小さく問題にならない。

3. couplingで生じる散逸による熱雑音は無視できるほど小さい。

4.11 改良後の熱雑音

防振上の理由から、以下のような Suspension Systemの改良案が出された [74]。
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� 鏡を懸架するワイヤーの間隔を 1cmから 2cmにする。

� 鏡のクランプ点を鏡の重心とほぼ同じ高さにする。

これにより熱雑音の大きさはどう変化するかを計算した。
後者の変更は具体的には stand-o�を鏡とワイヤーの間に入れることになると予想され

るがその形状などは未定である。ここではワイヤーは従来の鏡のクランプ点 (鏡とワイ
ヤーの接点)からそのまままっすぐ延長し、鏡の重心と同じ高さのところでクランプされ
るとした。どのようなクランプ機構が採用されるにせよ形はこれとはそれほど変わらない
と思われる。
改良により 2 mode oscillatorの!2が変化する。それをまとめたのが表 4.1である。

表 4.1: 改良による共鳴周波数!2の変化

改良前 改良後
Pitch 3.27 Hz 5.64 Hz

Yaw 0.785 Hz 1.21 Hz

Vertical 17.5 Hz 17.2 Hz

Pendulum 1.01 Hz 0.996 Hz

1st Violin 533 Hz 514 Hz

Vertical Vibration,Pendulum Mode,Violin Modeは周波数はほとんど変わらない。また
Violin Modeが観測帯域に入ることもないので、特にこれらのQ値の下限は変わらない。
YawRotationの共鳴周波数は 1.2倍大きくなるので、熱雑音は大きくなる。熱雑音の振幅

がPhaseIIの目標の 1/4以下になるために必要なQ値の下限は改良により2�103 ! 4�103
となる。しかしこれは問題ないだろう。
鏡の Pitch Rotationの共鳴周波数は 2倍弱になる。このため熱雑音はかなり大きくな

る。magnet dampingからの熱雑音は改良により PhaseIIの目標感度の 1=20 ! 1=5 とな
る。さらに振幅が PhaseIIの目標感度の 1/4以下となるのに必要な Q値の下限は改良に
より 3 � 104 ! 2 � 105となる。PhaseIIの 1/3以下としても 7 � 104 である。このため
Pitch Rotationの Q値の測定も必要と思われる。
couplingによる熱雑音は改良によってどうなるであろうか。鏡のクランプ点と鏡の重心

が同じ高さにないことによる couplingは改良により小さくなる。非対称性による coupling

が改良によって大きくなることは考えにくい。よって改良前と同様問題にならないと考え
られる。
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4.12 Suspension Systemの熱雑音のまとめ

� いかなる鏡の自由度においてもmagnet dampingによる熱雑音は Phase IIの目標感
度に比べて小さく問題にならない。よって熱雑音の問題が生じるとすれば中間mass

以下の部分のQ値 (Q2)が小さい場合である。

� Beam Centeringを 1mmの精度で行なったとすると Pitch Rotationの熱雑音の振幅
が Phase IIの目標感度の 1/4になるためには Q2 > 2� 105が必要である47。これは
多少大きい値であるので Q値の測定が必要であると考えられる。

� Beam Centeringを 1mmの精度で行なったとすると Yaw Rotationの熱雑音の振幅
が Phase IIの目標感度の 1/4になるためには Q2 > 4� 103が必要である48。これは
実現困難な値ではない。

� Vertical Vibrationの熱雑音は Q2がかなり小さくても問題にならない。

� Pendulum Mode の Q 値が Q0 = 2:5 � 105であり、Violin Mode の Q 値が Qn =

1:25�105であるときにこれらの熱雑音は Phase IIの目標感度とほぼ等しくなる。ま
たこの Q値は実現不可能ではないと考えられる。

� Suspension Systemの非対称性などによる couplingの影響は小さく無視することが
できる。

47改良後の値である。
48改良後の値である。
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第 5章

鏡の熱雑音

鏡は円柱弾性体であり振動モードを持つ。これらのモードは熱的に励起されて、鏡の表
面は揺らぐ。これは図 5.1のように光路長差の変化を引き起こし、重力波検出器の雑音に
なる。

図 5.1: Internal Mode of Mirror

この熱雑音の推定は従来はあまり厳密には行なわれてこなかった。それは弾性体の運
動方程式を解くことがかなり困難であったからである。しかし Hutchinson の考案した
Simulationによってその計算が可能になりかなり正確な熱雑音の推定が可能になった。こ
こでは従来の推定方法を述べた後、Hutchinson's Simulationの概略を説明し、これを用
いて計算された鏡の熱雑音について議論する。その結果 Q値の下限は従来の推定よりか
なり厳しくなることがわかった。
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5.1 鏡の熱雑音のパワースペクトル密度

鏡も continuous systemの熱雑音で述べたのと同様の方法で熱雑音を計算することがで
きる。2つ変更を要する点がある。まず continuous systemの熱雑音では 1次元の場合を
取り扱ったが、鏡は 3次元であるということである。これは積分計算を 1次元から 3次
元に拡張するだけでよい。もう 1つの変更点は観測点は continuous systemの熱雑音では
文字通り「点」であったが、今回はそのような取り扱いは許されないということである。
本来レーザービームは太さを持つものであるが、Suspension Systemの熱雑音を計算する
ときには鏡の表面は平面のままであったので太さを考えずにすむことができた。しかしこ
の場合鏡の表面は平面でなくなるのでレーザービームの太さを無視することはできなく
なる。つまり観測する場所も揺動力も「点」ではなく広がりをもつことになる。この変更
について考えてみよう。
太さは以下のように考慮される [50, 53]。Fabry-Perot cavity内ではレーザービームは

TEM00モードが共鳴している。これは Gaussian beam である。以後鏡の重心を原点とし
た、円柱座標 (r; �; z)を採用する。鏡の表面の変位の z成分を uz(r; �)とし、レーザービー
ム (Gaussian beam) の強度分布関数を P (r; �)とおけば、

�l =
Z
surface

uz(r; �)P (r; �)rdrd� (5:1)

つまり鏡の表面が uz(r; �)だけ変位したとき、干渉計でみているとあたかも鏡の位置が�l

だけ動いたかのように見えるわけである。揺動力もレーザービームの強度と同じ分布を
持っているとすれば、continuous system の熱雑音と全く同様の計算ができるはずである。
結局鏡の場合も熱雑音は同じ形の式になる。では具体的に換算質量の表式がどのようにな
るか考えてみよう。
とりあえず鏡の表面の中心とレーザービームの中心は一致していると仮定しよう。する

と P (r; �)は次のようになる。

P (r; �) =
2

�w2
exp

 
�2r2

w2

!
(5:2)

ここで wは beam waistと呼ばれる。中心から w離れると強度が中心の e�2倍になる。ま
た w(r; �)は固有振動モードの表面の変位を表していると考えると

uz(r; �) = f(r) cosn� (5:3)

但し nは 0か自然数である。nは表面の動径方向の nodeの本数を表し、order と呼ばれ
る。式 (5.2)(5.3)を式 (5.1)に代入すると、明らかに n > 0の場合積分値は 0になる。よっ
て鏡の中心とレーザービームの中心が一致しているときには n = 0のモード、つまり軸対
称なモードのみを考えれば良い。以後これを前提として話しを進めていく。後ほどビーム
の中心が鏡の中心からずれていた場合の計算も行なう。
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あるモードの換算質量は以下の要領で計算できる。まずモード全体の運動エネルギー
Kを計算する。モードの形をu(r; �; z)、密度を�、共鳴角周波数を!nとおくと、

K =
Z
volume

�

2
j _uj2dV =

Z
volume

�!n
2

2
juj2dV (5:4)

換算質量をmnとすればK = mn!n
2�l2=2となるので、

mn =
K

!n2�l2=2
(5:5)

となる。実際には mnを鏡の質量で規格化した換算質量係数�nを計算する。この量は無
次元である。つまりこの値を計算するために利用した値の単位は全てキャンセルされた。
よってこの量は鏡のサイズに依存しない値である。鏡の高さと直径の比 (Aspect Ratio)と
レーザービーム半径と鏡の半径の比そして Poisson Ratioにのみ依存する1。
これらから鏡の熱雑音は以下のようになる。

Gmirror(f) =
4kBT

!

1X
n=1

!n
2�n(!)

mn[(!2 � !n2)2 + !n4�n
2(!)]

(5:6)

もちろん式 (4.99)と同じ形である。structure dampingと仮定する。つまり�n(!) = 1=Qn

とする。またQn � 1。また鏡の共鳴周波数はTAMAでは 10kHzのオーダーであること2、
観測帯域は 100Hzのオーダーであることから、! � !nが成立する。よって式 (5.6) は

Gmirror(f) �
1X
n=1

4kBT

mn!n2Qn

1

!
(5:7)

となる。よってmn; !n; Qnを求めること、そしてそれらの値をできるだけ大きくすること
が課題となる。

5.2 従来の推定

前 sectionの結果よりmn; !n; Qnがわかれば、熱雑音の大きさはわかる。しかしこれら
の量についての情報を得るのは容易ではない。まず Qnについては測定をするしかない。
しかも 1つではなく様々なモードの Q値を測定しなければならない。これらの詳細につ
いては [75]を参照にしてほしい。この論文では Q値は適当な大きさに仮定する。しかし
mn; !nを求めるという困難な計算が残っている。この計算が困難な理由は以下の通りで
ある。

1後ほど述べるが弾性体の運動方程式を無次元化して解く。このようにすると方程式に出てくる弾性を表
す係数は Poisson Ratioのみになる。これが Poisson Ratioのみが登場する理由である。

2他の大型干渉計型計画の鏡は TAMAより大きいがそれでも周波数は 1kHzのオーダーである。
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鏡の Aspect Ratioは大体 1程度が好ましいとされている。極端に小さかったり (円板)、
大きかったり (棒)すると基本モードの共鳴周波数が下がり、熱雑音が大きくなってしま
うからである。しかしながら Aspect Ratioを 1付近にしたために円板や棒の時に行なわ
れる 2次元もしくは 1次元の問題に帰着させるという近似はできなくなり、3次元の弾性
体の運動方程式を解いてmn; !nを求めなければならない。これは大変困難な作業であり、
このために鏡の熱雑音はかなり粗い推定しか行なわれてこなかった。ここではその従来の
推定方法を紹介する。
まず式 (5.7)から明らかなように!nの大きいモードの寄与は小さいので、!nが一番小さ

いモード、つまり基本モードのみを考える。
次に基本モードは円柱の伸縮モードと仮定する。この仮定は棒では正しい。すると基本

モードの周波数は以下の式のようになる [11]。

!1 =

s
E

�

�

H
(5:8)

但し、Eはヤング率、�は密度、Hは円柱の高さである。またこのとき換算質量は鏡の質
量の半分3になる [11]。周波数は実際に計測することによっても調べることができる。
最後に Q値であるがこれは実際に測定するか、妥当と思われる値を仮定するかいずれ

かである。
TAMA の鏡の熱雑音の大きさを計算してみよう。鏡の質量は 1kg なので換算質量は

0.5kg、基本周波数4を 30kHz、Q値を 5� 105とする5と鏡 1個当りの熱雑音の大きさは

Gmirror(f) = 5:25� 10�19=f�1=2
h
m=
p
Hz

i

となる。鏡が 4つあること、干渉計の腕の長さは 300mであること、観測帯域は 150Hz �
450Hzであることから観測帯域における hの 2乗平均の平方根 hrmsは

hrms = 3:82� 10�21

であることがわかる (TAMAの Sensitivityのグラフつまり図 2.5では鏡が 4つあることを
考慮していないために、hrms = 1:8 � 10�21 という小さい値になっている。)。この値は
PhaseIIの目標感度 (hrms = 3� 10�21)を越えてしまっている。しかしながら Q = 106で
あれば hrms = 2:70� 10�21となり、かろうじて Phase II の目標感度より小さくなる。

3人によっては換算質量を鏡の質量にする。
4この計算が行なわれたときは鏡の直径は 5cm、高さは 4cm であった。現在では高さは 6cm に変更に

なった。しかしながら高さ 6cmの時の実際の基本モードの周波数は 28kHzであるのでそれほど悪い値では
ない。

5むしろ Q値の下限と考えられていたらしい。しかし当時後述するように鏡 1つの熱雑音しか考えてい
ない。
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5.3 Hutchinson's Simulation

mn; !nの難しい計算を行なうために採用されたのが Hutchinson's Simulationである。
これは一様で表面に応力のかかっていない円柱弾性体 (応力がかかっていないという条件
は 6つの境界条件で記述される)の振動モードを Simulateするための方法であり、有限
要素法などと違いかなり解析的 (半解析的と呼ぶのが適当であろう)である。この方法の
基本方針は 6つの境界条件のうち 3つを満たす基底関数系を適当に定め、そのうち波数
が小さいものだけ考慮して、残りの 3つの境界条件を満たすように基底関数の係数をも
とめるというものである。採用する基底関数の数は NZ;NRで表される。これは円柱の
高さの約 1=NZ倍以上の波長をもつ基底関数と、円柱の直径の約 1=NR倍以上の波長をも
つ基底関数だけを考慮していることに相当すると考えてよい。詳細は Hutchinsonの論文
[49]を参照してほしい。なお LIGOや VIRGOでもこの方法で熱雑音の推定を行なってい
る [50, 53]。また坪野研の学生実験レポート [57, 58, 62]も参照のこと。この sectionでは
Hutchinson's Simulationの概略を議論する。

5.3.1 弾性体の波動方程式

まず Hutchinson's Simulationの前提となる弾性力学の理論について議論する。弾性力
学の詳細は [65]を参照にしてほしい。また Hutchinson自身は Rasbandの論文 [48]を引
用している。
弾性体の運動方程式は密度を�、変位ベクトルを u、ヤング率を E、Poisson Ratioを�

とおくと

��u =
E

2(1 + �)
�u+

E

2(1 + �)(1� 2�)
grad div u (5:9)

である。ここで

cl =

vuut E(1� �)

�(1 + �)(1� 2�)
(5.10)

ct =

s
E

2�(1 + �)
(5.11)

と定義すると式 (5.9)は

�u = ct
2�u+ (cl

2 � ct
2)grad div u (5:12)

となる。ここで Helmholtzの定理を用いる。

Helmholtzの定理

任意のベクトル場 uは以下のように分解できる。

u = ut + ul (5:13)
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但し div ut=0,rot ul=0である。この分解の方法は定数を除いて一意である。

式 (5.12)の uを Helmholtzの定理を用いて分解し、divを施すと、

div( �ul � cl
2�ul) = 0 (5:14)

式 (5.14)において divのかわりに rotとしてもやはり 0である。div,rotのいずれを施し
ても恒等的に 0になるベクトル場は定数である。ここではその定数を 0とおいて

@2ul
@t2

� cl
2�ul = 0 (5:15)

これは波動方程式である。しかも div ul 6=0より圧縮を伴う波、つまり縦波であることが
わかる。clは縦波の伝搬速度である。
今度は式 (5.12)の両辺に rotを施すと

rot( �ut � ct
2�ut) = 0 (5:16)

式 (5.16)において rotのかわりに divを施すとやはり 0である。先ほど同様にして、

@2ut
@t2

� ct
2�ut = 0 (5:17)

となる。これも波動方程式である。今度は div ut=0より圧縮のない波、つまり横波であ
ることがわかる。ctは横波の伝搬速度である。
波動方程式 (5.15)(5.17) が求まったので、方程式を解くことを考える。rot ul=0 より

ul = grad�となるスカラー場�が存在することがわかる。また div ut=0よりut = rot 	

となるベクトル場	が存在することがわかる。さらに以下のように変数分離を行なう。

�(x; t) = �(x) exp(i
t) (5.18)

	 (x; t) = 	(x) exp(i
t) (5.19)

これらを式 (5.15)(5.17)に代入して整理すると

��(x) +

2

cl2
�(x) = 0 (5.20)

�	 (x) +

2

ct2
	 (x) = 0 (5.21)

となる6。
6実は式 (5.20)は定数だけ、式 (5.21)は rotを施すと 0になるベクトル場だけ任意性があるがそれらは 0

とおいた。
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ここまでは一般的な弾性体の波動方程式である。ここで扱うのは円柱弾性体なので円柱
座標 (R; �; Z)を採用する。また計算を簡単にするために物理量の無次元化を行なう。円
柱の半径を R0、高さをH、また Aspect Ratio h = H=2R0として、

r =
R

R0
; z =

Z

R0
; ! =


R0

ct
(5:22)

とする。また 0 � r � 1;�h � z � hである。さらに� = ct=clとおく。このような座標系
において (5.20)(5.21)は以下のようになる。

@2�

@r2
+
1

r

@�

@r
+

1

r2
@2�

@�2
+
@2�

@z2
+ !2�2� = 0 (5.23)

@2	1

@r2
+
1

r

@	1

@r
� 	1

r2
+

1

r2
@2	1

@�2
� 2

r2
@R0	2

@�
+
@2	1

@z2
+ !2	1 = 0 (5.24)

@2	2

@r2
+
3

r

@	2

@r
+

1

r2
@2	2

@�2
+
@2	2

@z2
+

2

R0r3
@	1

@�
+ !2	2 = 0 (5.25)

@2	3

@r2
+
1

r

@	3

@r
+

1

r2
@2	3

@�2
+
@2	3

@z2
+ !2	3 = 0 (5.26)

ここで	1; rR0	2;	3は	の r成分、�成分、z成分である。さらに式 (5.24)(5.25)に	1;	2

しか含まれないこと、式 (5.26)に	3しか含まれないことから以下のような分解ができる。

	 =

0
BB@

	1

rR0	2

0

1
CCA+

0
BB@

0

0

	3

1
CCA (5:27)

右辺の第 1項のベクトルを	a、第 2項のベクトルを	bとしよう。もともと	は横波を意
味するがこの分解は横波に 2つの自由度があることを示している。
4つの方程式が出てきたわけであるが、これらの解はBessel関数を用いて記述すること

ができる。n次の Bessel関数を Jnとする。

�(r; �; z) = 2AR0
2Jn(�r)

(
cos(�z)

sin(�z)

)(
sin(n�)

cos(n�)

)
(5.28)

	1(r; �; z) = BR0
2n

r
Jn(�̂r)

(
sin(�z)

� cos(�z)

)(
cos(n�)

sin(n�)

)
(5.29)

R0	2(r; �; z) = �BR0
2

r

@Jn(�̂r)

@r

(
sin(�z)

� cos(�z)

)(
sin(n�)

� cos(n�)

)
(5.30)

	3(r; �; z) = �CR0
2Jn(��r)

(
cos(z)

sin(z)

)(
cos(n�)

sin(n�)

)
(5.31)

但し

�2 + �2 = !2�2 (5.32)

�̂2 + �2 = !2 (5.33)

��2 + 2 = !2 (5.34)
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である。A;B;Cは任意定数。
これらから変位ベクトルを計算することができる。また歪テンソル、変位テンソルの計

算もできる。歪テンソル uijは変位ベクトル uの r; �; z成分 ur; u�; uzを用いて以下のよう
に定義される。

urr =
@ur
@r

(5.35)

u�� =
1

r

@u�
@�

+
ur
r

(5.36)

uzz =
@uz
@z

(5.37)

2u�z =
1

r

@uz
@�

+
@u�
@z

(5.38)

2urz =
@ur
@z

+
@uz
@r

(5.39)

2ur� =
@u�
@r

� u�
r
+
1

r

@ur
@�

(5.40)

(5.41)

応力テンソル�ijは以下の通り。

�ij =
E

3(1� 2�)
ull�ij +

E

(1 + �)

�
uij � 1

3
ull�ij

�
(5:42)

但し ullは uijの traceを表す。
さらに以下のように変位ベクトル、応力テンソル、歪テンソルを規格化する。但し� =

E=2(1 + �)である7。

u =
ur
R0
; v =

u�
R0
; w =

uz
R0

�r =
�rr
2�

; �z =
�zz
2�

�r� =
�r�
�
; �rz =

�rz
�
; ��z =

��z
�

(5.43)

これらの結果は表 5.1の通り。�から導かれる解を [1]、	aから導かれる解を [2]、	 bか
ら導かれる解を [3]としよう。
無次元化して方程式を解いたため弾性を表す定数としては無次元量であるPoisson Ratio

�しかでてこない。この表に関するいくつかの注意を述べる。式 (5.28)(5.29)(5.30)(5.31)

をみると�依存性は 2種類あるがこの表では 1つしかない。実は括弧の下の方を採用した。
これは� = 0をどの方向にとるかという任意性の問題で一般性を失うものではない8。z依

7�は、ずれ弾性率である。
8しかしながら n = 0のときに	3は恒等的に 0になってしまう。このときには括弧の上を採用する。し

かしながらこのモードは軸対称なねじれモードであり、変位の z成分は 0なので熱雑音を調べる上では興味
のあるモードではない。詳細は後述。
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表 5.1: 弾性体波動方程式の解

[1] [2] [3]

u 2�J0n(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�) ���J 0n(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�) �

n
r
Jn(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�)

v �
2n
r
Jn(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�) �n

r
Jn(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�) �J 0n(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�)

w 2�Jn(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
cos(n�) �2Jn(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
cos(n�) 0

�r 2Jn(�r)
r2

�
(n2 � 1) + r2

2 (2�2 � !2) �
�

r2
Jn(�r)

�
(n2 � 1)� (�r)2 �

n
r2
Jn(�r) (�r)

� n(�r)
�n

cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�) � n(�r)

�n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�)

�z (2�2 � !2)Jn(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�) ��2�Jn(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
cos(n�) 0

�r� �
4n
r2
Jn(�r) n(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�) 2n�

r2
Jn(�r) n(�r)

n
cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�) 2

r2
Jn(�r)

�
(n2 � 1)�

(�r)2

2

� n(�r)
�n

cos(�z)
sin(�z)

o
sin(n�)

�rz 4��J 0n(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
cos(n�) �(�2 � �2)J 0n(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
cos(n�) �

n�

r
Jn(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
cos(n�)

��z �
4�n
r
Jn(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
sin(n�) �(�2 � �2)n

r
Jn(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
sin(n�) ��J 0n(�r)

n
� sin(�z)
cos(�z)

o
sin(n�)

存性も 2種類ある。括弧の上の方は z = 0の面に対して r; �成分が対称であり、z成分が
反対称である。これらのモードを even modeもしくは parityが evenなmodeと呼ぶ。括
弧の下はその反対で odd modeと呼ぶ。また式 (5.32)(5.33)(5.34)において表記を簡単に
するため、�; �̂; ��を全て�に、�; を全て�に統一する。さらに� = ct=clと式 (5.10)(5.11)

より

�2 + �2 = !2
"
1� 2�

2(1 � �)

#
(5.44)

�2 + �2 = !2 (5.45)

という関係式がそれぞれの基底に関して成り立つ。また

 n(x) = x
Jn�1(x)

Jn(x)
� (n + 1) (5:46)

であり、

J 0n(x) =
dJn(x)

dx
(5:47)

である。
この表は円柱弾性体の波動方程式の円柱座標における一般解の基底である。よって任意

の解はこの線形結合で表される。

5.3.2 Hutchinson's Simulation

弾性体の波動方程式とその解の説明が終ったので Hutchinson's Simulationの説明を行
なう。
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まず表 (5.1)を見てみよう。[1]は縦波、[2][3]は横波を表している。これらはもちろん
基底をなすわけであるが Hutchinsonはこれらの線形結合を基底として採用している。

[A] = D1 � f[1]の�と�を交換したもの g
+D2 � f[2]の�と�を交換したもの g (5.48)

[B] = D3 � f[1]g+D4 � f[2]g (5.49)

[C] = D5 � f[3]の�と�を交換したもの g
+D6 � f[1]の�と�を交換したもの g (5.50)

ここで�と�の交換、�と�の交換を行なっているが式 (5.44)(5.45) が成立すればよいので
この交換は記号の置き換えにすぎないことに注意。またこの段階では D1 � D6はまだ任
意である。
具体的な形を見てみよう。変位ベクトルの規格化された r成分 uについて見てみると

u =
1X
i=1

AiuAi +
1X
j=1

BjuBj
+

1X
k=1

CkuCk (5:51)

と基底分解出来る。基底はそれぞれ以下の通り。

uA = [D12�J
0

n(�r)�D2��J
0

n(�r)]

(
cos(�z)

sin(�z)

)
cos(n�) (5.52)

uB =

"
D32�

(
cos(�z)

sin(�z)

)
�D4��

(
cos(�z)

sin(�z)

)#
J 0n(�r) cos(n�) (5.53)

uC =
�
�D5

n

r
Jn(�r)�D62�J

0

n(�r)
�(

cos(�z)

sin(�z)

)
cos(n�) (5.54)

ここで注意することは A;B;C;D1 � D6には本来添字 i; j; kが、�; �; には添字 Ai; Bj ; Ck

がつくことである。表記を簡単にするため省略した。変位ベクトルの他の成分や応力テン
ソルについても同様に基底 [A][B][C] を作る。
ここで境界条件を課す。境界条件は円柱の表面には一切応力がかからないということで

ある9。境界条件を具体的に式で表すと10

�rz(r; �; h) = 0 (5.55)

�rz(1; �; z) = 0 (5.56)

��z(r; �; h) = 0 (5.57)

�r(1; �; z) = 0 (5.58)

�z(r; �; h) = 0 (5.59)

�r�(1; �; z) = 0 (5.60)

9実際の重力波検出器においては鏡はワイヤーで吊るされ、磁石もつけられるので厳密にいうとこの境界
条件は成立しないがこれらの影響はほとんど無視出来る。

100 � r � 1;�h � z � hであったことに注意。
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となる。
まず最初の 3つの境界条件について考える。次のような条件を課す。

h�Ai = h�Ck =

8<
: (i� 1)� for even mode

(2i�1)�
2

for odd mode
(i = 1; 2; 3; � � �) (5:61)

J 0n(�Bj
) = 0 (5:62)

式 (5.61)より�Ai
= �Ckとなるので今後は�Ckを�Aiと書く。�Ck ; �Ck も同様である。また

式 (5.61)より式 (5.55)(5.57)において [A][C]の寄与は 0になる。一方式 (5.56)において
は [B]の寄与が 0になる。よって

� 式 (5.55)(5.57)において [B]の寄与が 0

� 式 (5.56)において [A][C]の寄与が 0

となればよい。これらの条件を満たすように D1 � D6を決定する。しかしながら定数倍
だけの任意性が残る。そこで後の計算がやりやすいように決めてしまう。結果は以下のよ
うになる。

D1 =
�A(�A

2 � �A
2)J 0n(�A)

(�A�A)n
n
cos(�Ah)
sin(�Ah)

o (5.63)

D2 =
�4�A�AJ 0n(�A)

(�A�A)n
n
cos(�Ah)
sin(�Ah)

o (5.64)

D3 = (�B
2 � �B

2)

(
sin(�Bh)=�B
cos(�Bh)=�B

)
1

Jn(�B)
(5.65)

D4 = �4
(
�B sin(�Bh)=�B

cos(�Bh)

)
1

Jn(�B)
(5.66)

D5 =
4�AJ

0

n(�A)

(�A�A)n
n
cos(�Ah)
sin(�Ah)

o (5.67)

D6 =
nJn(�A)

(�A�A)n
n
cos(�Ah)
sin(�Ah)

o (5.68)

ここで情況を振り返ってみよう。まず 6つの境界条件のうち 3つを考慮した結果D1 � D6

が決定された。また�A; �Bも決定された。式 (5.44)(5.45)よりあと!が決定されれば基底
関数の形は決定される。そしてさらに基底関数の係数 Ai; Bj; Ciが決定されれば問題は解
決である。またここまで何ら近似を用いていないことにも注意。
ここで近似を行なう。それは本来は基底は無限にあるが、波数の小さい基底関数のみ

を考慮する。基底 [A]; [C]は波数の小さい方から NZ個、基底 [B]は波数の小さい方から

102



NR個採用する。uを基底関数で表した (5.51)では基底関数を無限個足しているが、この
近似を採用すると

u =
NZX
i=1

AiuAi +
NRX
j=1

BjuBj
+

NZX
k=1

CkuCk (5:69)

となる。波数の小さい、つまり波長の短い基底関数を切り捨てるので周波数が高くなると
この近似が成り立たなくなると予想される。�A; �Bの定義から考えるとこの近似は波長が
円柱の高さが約 1=NZ倍以上の基底関数と波長が円柱の直径の約 1=NR倍以上の基底関数
だけを考慮していることになる。
さて残りの境界条件 (5.58)(5.59)(5.60)を考慮しよう。まず境界条件 (5.58)から考える。

この式から以下の式が成立する。

Z h

0
�r(1; �; z)

(
cos(�Aiz)

sin(�Aiz)

)
dz = 0 (5:70)

定数倍を無視すれば�r(1; �; z)の Fourier展開である。ここで近似によって i = 1 � NZの
みを考慮することを注意すると式 (5.70)は次のような式になる。

aiAi +
NRX
j=1

bijBj + ciCi = 0; i = 1; 2; � � � ; NZ (5:71)

但し

ai = 2hJP (�A)JB(�A)(�A
2 � �A

2)

"
(n2 � 1) +

(2�A
2 � !2)

2
�  n(�A)

#

+4hJP (�A)JB(�A)�A
2[(n2 � 1)� �A

2 �  n(�A)] (5.72)

bij = 4

2
4(�B2 � �B

2)
n2 + 2�B

2
�!2

2

�B
2 � �A2

+
2(n2 � �B

2)�B
2

�B
2 � �A2

3
5

(
(�Bh)

2SN(�Bh)SN(�Bh)

� cos(�Bh) cos(�Bh)

)
(5.73)

ci = 2hnJB(�A)

"
�2JP (�A) n(�A)

+JB(�A)

 
n2 � 1 +

2�A
2 � !2

2
�  n(�A)

!#
(5.74)

式 (5.70)から式 (5.71)と変形するときに even modeのときには 2 cos(�Ai
h)をかけ、odd

modeのときには 2 sin(�Ai
h)をかけている。さらに even modeのときには cos2(�Aih) = 1

が成立し、odd modeのときには sin2(�Aih) = 1が成立すること、さらに n(�Bj ) = �1
であること11にも注意。また�A = 0(even modeで i = 1)のときには a1; c1はこの表式の 2

11証明は [58]。
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倍にしなくてはならない12。それは以下の式が成り立つからである。

Z h

0
cos2(�Aiz)dz =

8<
:

h
2

�Ai 6= 0

h �Ai = 0
(5:75)

新しくでてきた関数の定義は以下の通りである。

JB(x) =
Jn(x)

xn
(5.76)

JP (x) =
J 0n(x)

xn�1
(5.77)

SN(x) =
sin(x)

x
(5.78)

ここで気をつけることがある。�は式 (5.61)(5.62)より明らかに実数である。もちろん!も
実数である。すると式 (5.44)(5.45)より�; �は純虚数になることもある。そのとき上記の
関数は以下のようになる。但し xは実数。

JB(ix) =
In(x)

xn
(5.79)

JP (ix) =
I 0n(x)

xn�1
(5.80)

SN(ix) =
sinh(x)

x
(5.81)

In(x)は変形 Bessel関数で、

In(x) = exp
�
� i�n

2

�
Jn(ix) (5:82)

である。ここでも xは実数。また x = 0の見かけ上の特異点は以下の値を定義して除去
可能である。

JB(0) =
1

2nn!
(5.83)

JP (0) =

8<
:

1
2n(n�1)! (n 6= 0)

0 (n = 0)
(5.84)

SN(0) = 1 (5.85)

次に境界条件 (5.59)を考える。この式から以下の式が成立する。
Z 1

0
�z(r; �; h)rJn(�Bj

)dr = 0 (5:86)

12なぜか [49]にはこのことはふれられていない!! また筆者はかつてこのときD1 � D6の表式の変更が必
要としたが実はその必要はない。
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一見すると定数倍を無視すれば�r(1; �; z)の Fourier-Bessel展開に見えるが違う。Fourier-
Bessel展開では Jn(�Bj ) = 0であるがここでは J 0n(�Bj

) = 0だからである。ここで近似に
よって j = 1 � NRのみを考慮することに注意すると式 (5.86)は次のような式になる。

NZX
i=1

ajiAi + bj +
NZX
i=1

cjiCi = 0 ; i = 1; 2; � � � ; NR (5:87)

但し

aji = 2JP (�A)JP (�A)

"
(�A

2 � �A
2)(2�A

2 � !2)

�B2 � �A
2 +

4�A2�A
2

�B2 � �A
2

#
(5.88)

bj = h
�B

2 � n2

�B2

"
(�B

2 � �B
2)2

(
SN(�Bh) cos(�Bh)

SN(�Bh) cos(�Bh)

)

+4�B
2

(
�B

2SN(�Bh) cos(�Bh)

�B
2SN(�Bh) cos(�Bh)

)#
(5.89)

cji = 2nJB(�A)JP (�A)
2�A

2 � !2

�B2 � �A
2 (5.90)

n = 0のとき�B = 0ということがある。そのときはbjの (�2B �n2)=�2Bは 1とおけばよい。
式 (5.86)から式 (5.87)と変形するときに 2=Jn(�Bi

)をかけている。さらに式 (5.45)から
2�2� !2 = �2 � �2であることにも注意。また計算するときに以下の公式を使うと便利で
ある13。 Z 1

0
Jn(�x)Jn(�x)xdx = 0 [�; �は J 0n(x)の零点] (5:91)

Z 1

0
[Jn(�x)]

2xdx =
1

2

" 
1� n2

�2

!
J2n(�)

#
[�は J 0n(x)の零点] (5:92)

Z 1

0
Jn(�x)Jn(�x)xdx =

�Jn(�)

�2 � �2
J 0n(�) [�は J 0n(x)の零点。�は任意。] (5:93)

最後に境界条件 (5.60)を考える。この式から以下の式が成立する。

Z h

0
�r�(1; �; z)

(
cos(�Ai

z)

sin(�Ai
z)

)
dz = 0 (5:94)

定数倍を無視すれば�r�(1; �; z)の Fourier展開である。ここで近似によって i = 1 � NZ

のみを考慮することに注意すると (5.94)は次のような式になる。

âiAi +
NRX
j=1

b̂ijBj + ĉiCi = 0; i = 1; 2; � � � ; NZ (5:95)

13証明は [58]。
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但し

âi = �2hnJP (�A)JB(�A) n(�A)(�A2 � �A
2)

�4hnJP (�A)JB(�A) n(�A)�A2 (5.96)

b̂ij = 4n

"
�B

2 � �B
2

�B
2 � �A2

+
2�B

2

�B
2 � �A2

#(
(�Bh)

2SN(�Bh)SN(�Bh)

� cos(�Bh) cos(�Bh)

)
(5.97)

ĉi = 2hJB(�A)

"
2JP (�A)

(
(n2 � 1)� �A

2

2
�  n(�A)

)
� n2JB(�A) (�A)

#
(5.98)

式 (5.94) から式 (5.95)と変形するときに even mode のときには cos(�Ai
h)をかけ、odd

modeのときには sin(�Aih)をかけている。さらに even modeのときには cos2(�Aih) = 1

が成立し、odd modeのときには sin2(�Aih) = 1が成立すること、さらに n(�Bj ) = �1
であることにも注意。このときも (5.75)より�A = 0(even mode で i = 1)のときâ1; ĉ1は
上の表式を 2倍にしなければならない。
式 (5.71)(5.87)(5.95)を行列の形で書くことができる。

0
BB@
bac [b] bcc
[a] bbc [c]

bâc
h
b̂
i
bĉc

1
CCA
0
BB@
fAg
fBg
fCg

1
CCA = 0 (5:99)

b cは対角行列を表す。式 (5.99)の行列のサイズは (2NZ +NR)� (2NZ +NR)である。
自明でない解が存在するのはこの行列の行列式が 0の時のみである。ここでこの行列を少
し変形する。1番下の行に注目すると

fCg = �bĉc�1[bâcfAg+ [b̂]fBg] (5:100)

これを用いて他の 2式から fCgを消去すると

ba�cfAg+ [b�] fBg = 0 (5.101)

[â�] fAg+
h
b̂�
i
fBg = 0 (5.102)

但し

ba�c = bac � bccbĉc�1bâc (5.103)

[a�] = [a]� [c] bĉc�1bâc (5.104)

[b�] = [b] � bccbĉc�1
h
b̂
i

(5.105)h
b
�
i

=
h
b
i
� [c] bĉc�1

h
b̂
i

(5.106)

式 (5.101)より
fAg = �ba�c�1[b�]fBg (5:107)
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これを式 (5.102)に代入して fAgを消去すると

[d]fBg = 0 (5:108)

但し
[d] = [b

�

]� [a�]ba�c�1[b�] (5:109)

[d]のサイズは (NR�NR)である。[d]の行列式が 0の時のみ fBgは自明でない解を持つ。
[d]の行列式は h; �; n;parityを決めてしまえば!のみの関数であるので行列式を 0とする!
を見つければよい。!が決まれば定数倍を除き fBgが決定されさらに式 (5.107)(5.100)よ
り fAg; fCgも決定される。周波数と基底関数の係数が決まったので解が求められたとい
うことになる。
さてなぜ Hutchinsonは式 (5.99)の行列式の零点を探すのではなく、さらに計算した [d]

の行列式の零点を探そうとしたのであろうか。おそらく行列のサイズを小さくして行列式
を求める計算の負担を軽減したかったのだと思われる。しかし行列のサイズをコンパクト
にするための計算はそれなりに煩雑である。しかも行列式の計算の速度はサイズにそれほ
ど依存しないこと、さらに後述するがこの計算によって余計な特異点が生じることから、
結局式 (5.99) の行列の行列式の零点を 2分法で探すことにした。

5.3.3 省くべき零点

Hutchinson's Simulationはある!の関数である行列式の零点を求める方法である。しか
しながら行列式が 0になってもそれは興味ある解ではないこともある。ここではそのよう
な除去すべき零点について述べる。それは基底の縮退とねじれのモードの 2つである。

基底の縮退

基底の縮退という現象が次のような場合に起こる。

1. �Ai = �Bj かつ �Bj
= �Ai

2. �Ai = �Bj かつ �Bj
= �Ai

3. �Ai
= 0

まず 1の場合を見てみよう。このときD2 = D4 = 0となる。そして基底 [A]の第 i番目
の項と基底 [B]の第 j番目の項が同じものになる。つまり基底関数を選んだら同じものが
2つあったということである。さらに 2ではD1 = D3 = 0となって基底 [A]の第 i番目の
項と基底 [B]の第 j番目の項が同じものになる。1の時は

! =

s
2(1� �)

1� 2�

q
�Ai

2 + �Bj
2 (5:110)
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となり 2のときは
! =

q
�Ai

2 + �Bj
2 (5:111)

である。基底関数が縮退してしまったので式 (5.99)の行列ではある列は別のある列の定
数倍だけ違うことになる。当然この時には行列式は 0になる。Hutchinson自身は行列要
素 bij ; aij; cij; b̂ij が 1,2のとき発散するので解ではないと判断した [47]。しかしながらこの
発散は見かけ上のもので (0/0の形になる)有限の極限を持つことを Rasbandが指摘して
いる [48]。よって Hutchinsonの考えた理由は基底が縮退を起こしたことによる零点を省
く理由としては適切でない。しかしながらその零点は物理的な意味を持つものかは吟味す
る必要はある。
3のときには基底 [A]の第 i番目の項と基底 [C]の第 i番目の項が縮退を起こす。これ

は基底 [A]の第 i番目の項の第 2項D2 � [2]と基底 [C]の第 i番目の項の第 1項 D5 � [3]

が定数倍だけ違う形になってしまうからである。そして境界条件 (5.56)を満たすように
することを考えると基底 [A]の第 i番目の項と基底 [C]の第 i番目の項の違いは定数倍だ
けになってしまう。このとき

! = �A =

8<
:

(i�1)�
h

for even mode
(2i�1)�

2h for odd mode
(i = 1; 2; 3; � � �) (5:112)

Hutchinsonはこの縮退に気づいていないようである。というのは [49]の n = 4のときの
Aspect Ratioと共鳴周波数の関係を表した h�!グラフにおいて線の結び方がかなり変で
あり、しかも線の右下がりの部分は正しく基底の縮退にあたっているからである。しかし
この場合の縮退は先ほどのように [d]を求めてその行列式の零点を探すという方法をとる
と [d]の行列式の特異点になるので (ba�cの零点に相当するため)2分法で解を探す時特異
点を除去してやればこの縮退も一緒に除去される14。
縮退によって行列式が 0になったわけであるので解とは断言できない。では解でないと

断言できるだろうか。h� !グラフにおいて基底の縮退による零点もプロットするとこれ
は時々真の解の曲線と交差する。この点においては解であることは間違いない。しかしな
がら他の点においては解ではないのだろう。基底の縮退と真の解が完全に追随することは
考えにくいからである。しかしながら完全に解でないということを証明するには新しく基
底をとり直してきちんと計算しなおす必要がある。もっとも簡単な基底のとり直し方は縮
退してしまった基底だけを変更するというやり方である。しかしながらこの方法はかなり
難しい。まず 1の場合を考える。このとき式 (5.44)(5.45)(5.110)から以下の条件を満たす
�; �; �を探す。

�2 + �2 = �Ai

2 + �Bj

2 (5.113)

�2 + �2 =
2(1 � �)

1� 2�
(�Ai

2 + �Bj
2) (5.114)

14しかしそうなると Hutchinson自身は [d]を求めず式 (5.99)の行列の行列式の零点を探したか、特異点
を省くのをもともと忘れていたかのいずれかになるが。
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もちろんこれらの波数を代入して作られた基底が境界条件 (5.55)�(5.57) を満たさなくて
はいけない。もっとも簡単な解は� = �Bj

; � = �Ai
というものである。しかしこれは 1の

ケースで縮退した基底そのものであり、だめである。これ以外の解を一般的に見つける方
法を探すのはたとえそのような方法が存在してもかなり難しいであろう。
2の場合には以下の条件と境界条件 (5.55)�(5.57) を満たす�; �; �をを探さなくてはな

らない。

�2 + �2 =
1� 2�

2(1 � �)
(�Ai

2 + �Bj
2) (5.115)

�2 + �2 = �Ai

2 + �Bj

2 (5.116)

もっとも簡単な解は� = �Bj ; � = �Aiだが境界条件 (5.55)�(5.57) を満たすものをさがし
た結果 2のケースで縮退した基底そのものか基底 [C]の第 i番目の基底だけしかない。一
般的な方法を探すのもやはり難しいであろう。
3の場合には以下の条件と境界条件 (5.55)�(5.57) を満たす�; �; �をを探さなくてはな

らない。

�2 + �2 =
1� 2�

2(1� �)
�Ai

2 (5.117)

�2 + �2 = �Ai

2 (5.118)

もっとも簡単な解は� = 0; � = �Aiだが境界条件 (5.55)�(5.57) を満たすものをさがした
結果 3のケースで縮退した基底そのものしかしかない。一般的な方法を探すのもやはり難
しいであろう。
1995年度の坪野研特別実験 IIにおいて竹田、寺嶋はかなり試行を続けたようだがやは
り見つけることは出来なかった [62]。よって縮退した基底関数だけに変更を加えて基底を
取り直すことはかなり難しい。もちろん別の基底を取り直すのもさらに難しい15。
結局かなり難しい作業であるので基底を取り直して本当に解でないかどうかは確認はし

ていない。しかしながらよほどの偶然でもないかぎり基底の縮退が常に解とは考えにくい
ので基底の縮退は解として扱わないことにした。この場合たまたま基底の縮退が解であっ
た時困るわけであるが Aspect Ratioや Poisson Ratioを少しかえて計算してチェックを行
なえばよい。

15Rasbandが別の基底を取っている [48]。
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ねじれのモード

n = 0のときに (5.99)は次のようになる (そのときに表 5.1の基底 [3]の sin; cosを交換
すること。そうでないと [3]は恒等的に 0になってしまう。)。

0
BB@
bac [b] 0

[a] bbc 0

0 0 bĉc

1
CCA
0
BB@
fAg
fBg
fCg

1
CCA = 0 (5:119)

bĉcが対角行列だということに気をつけるとこの行列の対角成分のいずれかが 0になれば
fAg = fBg = 0; fCg 6= 0 の自明でない解が存在する。しかしこのモードは変位ベクト
ルは�成分しかなく (つまり軸対称なねじれのモード) 重力波検出器の雑音にはならない。
この解は除くことにする。このねじれのモードはどのようなときにおこるだろうか。ĉiの
n = 0の場合を計算して整理すると

ĉi = 2hJP (�Ai)�Ai

2J2(�Ai) (5:120)

である。なおこの計算を行なう時には次の公式を使うと良い。

1

2
x2J2(x) +

x2

2
J0(x)� xJ1(x) = 0 (5:121)

式 (5.120)が 0になるのは�A = �B; �A = 0の様な基底の縮退を除くと

J2(�Ai
) = 0 (5:122)

である。

5.4 Hutchinson's Simulationの検証

Hutchinson's Simulationをもとにプログラムを開発したわけであるが、このプログラ
ムに関する検証が必要である。

� プログラムがきちんと Hutchinson's Simulationを実行するか。

� Hutchinson's Simulationは正しいのか。

という 2通りの検証が考えられる。
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5.4.1 プログラムがきちんとHutchinson's Simulationを実行するか

これを確認するには

� Hutchinson の出した結果と比較する。

� LIGO,VIRGOでもプログラムがあるのでそれとの比較を行なう。

の 2つがある。後者は後ほど述べる。
前者に関しては詳細は寺嶋のレポート [62]を参照のこと。Hutchinsonの論文 [49]には

n = 0 � 4の場合の h� !のグラフ (0 � h � 2; 0 � ! � 5) が出ているので、それと開発
したプログラムの結果を [62]では比較している。その結果ほぼ一致した。ところどころ
線が切れている部分があるがこれは基底の縮退がおこって切れたものである。また線が途
中で終っているものもあるが、これは 2分法で探す時のメッシュが粗かったものと思われ
る。事実メッシュを細かくしてさがしたところ見つかった。n = 4に関しては [49]では線
の結び方が変であるが先ほども述べたように右下がりの曲線は基底の縮退を表すので除
去した。これにより線の結び方の不自然さがなくなった。

5.4.2 Hutchinson's Simulationは正しいのか

これは実際に共鳴周波数を測定して比較を行なう。HutchinsonはMcMahonの実験結
果 [46]と一致することを確認している [49]。坪野研でも Aluminumや Fused Silicaの円
柱の共鳴周波数とQ値の測定が行なわれている。TAMAでは Fused Silicaが用いられる
ので Fused Silicaの測定周波数と比較を行なう。Aluminumの測定値との比較については
[62]を参照16。

実験の概要

図 5.2に実験装置の図を示す。
鏡を励起する周波数を変えていき、その表面振動を lockのかかったMichelson干渉計

で測定しながら、共鳴周波数を探すというのがおおまかな原理である。鏡はタングステ
ンワイヤーで懸架されている。鏡の裏面には小さな磁石がはりつけられており、コイル
がかぶさっている。このコイルに信号を返すことによって鏡は制御、励起される。制御は
Michelson干渉計の出力信号をフィルター、ドライバーを介したものを使用する。
基本的には鏡の Q値を測定する装置と同じであるので詳細は [75]を参照のこと。しか

し共鳴周波数だけを測定するならば Q値を測定するときより注意深く実験を行なう必要
はない。筆者が行なった実験は鏡は空気中にさらされていて、側面は研磨されていない。
一方 [75]では側面は表面研磨され、鏡は真空中にある。

16結果はよく一致している。
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図 5.2: 共鳴周波数を測定するための干渉計

磁石は鏡の中心につけておいたので n = 0のモードしか励起しないはずであるが若干
のずれは存在するはずなので n > 0のモードも励起される。それらのモードの orderを判
別するにはどのようにしたらよいであろうか。
ここでは以下のような方法をとった。まずビームが当る場所はわざと中心から右ない

しは左にずらす。di�erential amp から信号をとり Band Pass Filter を通して、lock-in
ampに入力する。参照信号としては synthesizerの出力を用いる。これにより鏡の表面と
synthesizerの位相差を測定することができる。次にビームの当る位置を中心からみて先
ほどの位置と反対側に移動させる。そして位相差を再び測定する。n = 1なら位相差が�
ずれる。n = 2なら位相差は同じである。このようにしてある程度 orderの判別が可能に
なる。

実験結果と計算値との比較

坪野研究室の 1995年度の特別実験 Iでは尾田欣也と成田哲博によって真空中における
Fused Silica(信越石英,SUPRASIL-P30,透明石英ガラス）の円柱の共鳴周波数とQ値が測
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定されている [59, 60]。仕様は表 5.2のとおり (カタログ値である)。これは TAMA300で
使われる鏡 (SUPRASIL-P10)と同材質、同サイズである。

表 5.2: Fused Silica(SUPRASIL-P30)の仕様

Height 6cm

Radius 5cm

Density 2.203g/cm3

Young's Modulus 7.24 �1010N/m2

Poisson Ratio 0.17

この parameterを参照にして計算値を求めた。なおNZ = NR = 18とした。測定値と
計算値を表 5.3にまとめた17。筆者も大気中で同じ鏡の共鳴周波数の測定をしているので
一緒に記しておく。
予測された n = 0のモードは全て見つかった。それに対応しないものは lock-in ampを

用いた測定によって orderの見当をつけた。また n � 2と仮定した。これより orderの高
いモードは磁石を中心付近にはっているので励起されにくいと思われるからである。しか
しながら 2つの場所の位相しか計測していないので完全にその可能性が除去されたわけ
ではない18。しかし一応計測されたモードに対応する計算値を見つけることができた。
また計算値を基準とした測定値と計算値の相対誤差を図 5.3にまとめておいた。
誤差は 0.6%以下である。また測定値は計算値よりやや高めにでる傾向がある。これは

密度の誤差によるものか確認する。カタログ値は 2.203g/cm3だったが実際に計測したと
ころ 2.187g/cm3だった。式 (5.11)(5.22) より周波数は密度の平方根に反比例する。これに
より理論値は少し大きくなる。この補正により移動した誤差 0%の線を表 5.3の横線で表
した。補正の結果測定値が小さめになってしまった。Poisson Ratioや Young's Modulus

の誤差が効いていると思われる。
坪野研究室の 1995年度の特別実験 IIでは竹田晃人と寺嶋容明によって真空中の Fused

Silica(日本石英の 5種類のサンプル (ED-A,ED-B,ED-C,ED-H,ES)）の円柱の共鳴周波数
と Q値が測定されている [61]。仕様は表 5.4の通り。
この parameterをもとに計算した。NZ = NR = 10とした。表 5.5に共鳴周波数の測

定結果をまとめた。先ほどと同じく計算値を基準とした測定値と計算値の相対誤差も計算
した。ED-Aで行なわれているが他のサンプルでも大差ない。

17彼らのレポートには椿、山元の作ったプログラムの計算結果との比較があるが密度とYoung's Modulus
を間違えて計算したために多少ずれているので訂正した。

18山元の計測した 79.1372kHz のモードは n=4,even の 79.4542kHz かもしれない。また計算によると
n=3,evenの 70.5632kHzというモードがある。
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表 5.3: Fused Silica(SUPRASIL-P30)の共鳴周波数

モードの種類 尾田、成田の 山元の 計算値 (kHz)

測定値 (kHz) 測定値 (kHz)

n=0,odd 27.79274 27.7886 27.77275

n=0,even 35.26273 35.2624 35.21309

n=0,even 43.3898 43.3786 43.3866

n=0,even 50.2490 50.232 50.3532

n=1,even 50.491 50.606 50.400

n=0,odd 51.240 51.228 51.089

n=1,odd 52.744 52.761 52.546

n=2,even 60.4295 60.4118 60.2879

n=0,even | 66.085 65.753

n=2,odd 66.664 66.622 66.542

n=1,even 66.7335 66.7172 66.7250

n=0,odd 68.204 68.178 67.788

n=1,even 69.6831 69.6723 69.4594

n=1,odd 70.1401 70.1374 69.9361

n=1,even 70.94414 70.9446 70.69245

n=1,odd 77.5061 77.4905 77.3372

n=2,even | 79.1372 78.8474

n=0,even | 83.6196 83.3474

n=0,odd 84.2922 84.2685 83.9555

n=1,even 84.7284 84.7095 84.4827

n=1,odd 86.52157 86.5078 86.11257

n=0,odd | 89.5087 89.1133

n=1,odd 89.5321 89.5496 89.3450

n=1,even | 94.4451 94.3055

n=1,odd 96.9333 96.9070 96.5956

n=0,odd 99.4134 99.3842 99.4236

n=1,odd | 99.931 99.5716
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図 5.3: 測定値と計算値の相対誤差

表 5.4: Fused Silica(ED-A,ED-B,ED-C,ED-H,ES)の仕様

Height 4cm

Radius 1cm

Density 2.31g/cm3

Young's Modulus 7.31 �1010N/m2

Poisson Ratio 0.17

表 5.5: ED-Aの共鳴周波数

モードの種類 実験値 (kHz) 計算値 (kHz) 相対誤差
n=1,even 43.3 45 -3.8%

n=0,even 70.0 72 -2.8%

n=1,odd 81.4 83 -1.9%
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誤差は尾田、成田の実験より大きい。これは密度の違いで説明できない (そもそも密度
の実測値はカタログ値より 6%程小さかった。これでは測定値が計算値より小さいことが
説明できない。)。おそらく Poisson Ratioや Young's Modulusの誤差が効いているので
はないかと思われる。

結論

測定値と計算値の違いは大きくても数%のオーダーである。これは密度、Poisson Ratio、
Young's Modulusの誤差を考えるとかなりよい成績である。また有限要素法では少なくと
も数%の誤差が生じるので [11]、Hutchinson's Simulationは極めて優れた方法であること
がわかる。ただし有限要素法は形状を選ばないが Hutchinson's Simulationは円柱しか使
えない。

5.5 鏡の熱雑音の推定

Hutchinson's Simulationの信頼性の検証が終ったのでこの sectionでは TAMAで使わ
れる鏡の熱雑音の大きさを推定する。
まず計算に必要な parameterを調べる。
鏡は信越石英の SUPRASIL P-10である。尾田、成田の測定した P-30(表 5.2)と同じで

あるが一応仕様を表 5.6にまとめておく。

表 5.6: Fused Silica(SUPRASIL-P10)の仕様

Height 6cm

Radius 5cm

Density 2.203g/cm3

Young's Modulus 7.24 �1010N/m2

Poisson Ratio 0.17

これはカタログ値である。P-30の場合密度がカタログ値と違ったということがあった
がそれほど大きい違いではないのでカタログ値を使うことにする。
TAMAのビーム半径は

Front mirror : 8mm

End mirror : 15mm
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である19。
Q値は全てのモードにおいて 106とし、Hutchinson's Simulationにおいて特に事情がな

いかぎりNR = NZ = 18とした。実際に計算する前にいくつか調べるべきことを調べて
しまおう。

5.5.1 Cut-o�周波数について

熱雑音の大きさを求めるためにはすべてのモードを考慮する必要があるがモードの数は
無限にあるので実際には不可能である。そこで高い周波数のモードほど熱雑音の寄与が小
さいことに注目して Cut-o�周波数を適当に設定し、それより低い周波数のモードのみを
考慮することにする。ここでは Cut-o�周波数を変えて 1つの Front mirrorと End mirror

の熱雑音のパワースペクトル密度の大きさがどうなるかを調べた。図 5.4に Cut-O�周波
数と 1Hz における鏡の熱雑音の関係をまとめた。単位は

h
m=
p
Hz

i
である。低い方から

441個のモードを計算した。
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図 5.4: Cut-O�周波数と熱雑音の大きさの関係

Front mirrorのビーム半径は End mirrorより小さいので変位の大きい鏡の中心にビー
ムが集中し、熱雑音は大きくなる。この結果からとりあえず Cut-o� 周波数を!cut = 50

とした。但し!cutは式 (5.22)で規格化された周波数である。TAMAで使われる鏡の場合
!cut = 1は 11.929kHzに相当する。よって!cut = 50は約 600kHzに相当する。だがもっ

19Front mirrorは Fabry-Perot cavityを構成する鏡のうち Beam Splitterに近い方、End mirrorは遠い
方である。図 2.4参照。
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と低い周波数でも充分であろう。極端なことをいえば基本モードだけ考えても factorで
高々3倍しか違わない。物理的に Cut-o�周波数をどの程度にすればよいかということは
次の subsection で述べる。

5.5.2 基底関数の数に対する依存性について

Hutchinson's Simulationは波数の小さい基底のみを考慮するがその基底の数 NZ;NR

に熱雑音が依存するかどうか調べた。Cut-o�周波数は!cut = 30とした20。1つの Front

mirrorの熱雑音を計算した。また NR = NZとした。結果は図 5.5の通り。
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図 5.5: NR,NZと熱雑音の大きさの関係

ほとんど依存性はない。実は高周波数でNR、NZを変えると消えたり現れたりするモー
ドがあるが21その寄与は小さく熱雑音はほとんど変わらないらしい。
基底関数の数と Cut-o�周波数の妥当性について考察してみよう。波数の小さい基底の

み考慮するということは波数の大きいモードをとりこぼすおそれがある。周波数が大きく
なると波数の大きい基底が dominantになると思われるので基底関数の数から適切に扱え
る周波数の上限値つまり Cut-o�周波数が決まるはずである。
波長が高さ Hの 1=NZ倍以上のモードのみプログラムは考慮している。よってこれか

ら求められる周波数の上限を求めることができる。音速 c,波長�として

fcuto�NZ = c=� = cNZ=H (5:123)

20約 360kHzに相当する。
21NR;NZが変わるとモード数は 126 � 132の範囲で変化した。
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NRについても同様に考えて (半径 Rとする。直径の 1=NR倍以上の波長の基底関数のみ
考慮する。)

fcuto�NR = c=� = cNR=2R (5:124)

Fused Silicaの場合を考える (cはとりあえず横波の速度とする。c = 3:7 � 103 m/s)。
TAMA300についてはH = 0.06 [m] , 2R = 0.1 [m]でありNR = NZ = 18としたので式
(5.123)から Cut-o�周波数は 1:1� 103 [kHz]、式 (5.124)から Cut-o�周波数は 6:7� 102

[kHz] となる。先ほどの Cut-o�周波数 (600kHz)はこの意味からも適切であったことがわ
かる。
また以上の考察から

NR = NZ � h (5:125)

というNZ;NRの取り方がよいことが適当であることがわかる [49]。

5.5.3 Poisson Ratioに対する依存性について

Poisson Ratioのような弾性係数は精度はたいして高くない。そこで熱雑音が Poisson

Ratioに敏感であると推定が困難になる。そこで Poisson Ratioを変えると熱雑音がどう
なるか調べた。Cut-o�周波数は!cut = 30とした。1つの Front mirrorの熱雑音を計算し
た。結果は図 5.6にまとめた。
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図 5.6: Poisson Ratioと熱雑音の大きさの関係

この範囲では特に依存性はないようである。高周波数では換算質量が Poisson Ratioに
敏感なモードや現れたり消えたりするモードがある22が、もともと寄与が小さいので効か

22Poisson Ratioを変えるとモード数は 124 � 129の範囲で変化した。
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ないらしい。

5.5.4 TAMA300における鏡の熱雑音の推定

いよいよ TAMAにおける鏡の熱雑音の大きさを計算する。まず Front mirror と End

mirrorでビーム半径が違うのでそれぞれに熱雑音を計算する必要がある。さらにそれの
和をとる。干渉計の腕は 2本あるのでさらに 2倍する必要がある。最後に振幅で表示す
るために平方根をとる。
その結果をまとめておく (単位はm/

p
Hz)。

Front mirror
q
GF(f) = 1:4� 10�18=f1=2

End mirror
q
GE(f ) = 9:5� 10�19=f 1=2

Total
q
GT(f) = 2:4� 10�18=f 1=2

これを干渉計の腕の長さの 300mで割ると strain hのパワースペクトル密度となる。TAMA

の観測帯域は中心周波数 300Hz、帯域幅 300Hzである。この範囲で h2を積分して平方根
をとると TAMAにおける hrmsが求められる。結果は

hrms = 8:3� 10
�21

この値を TAMAの目標感度と比べてみる。TAMAの目標感度は以下の様に決められて
いる。

Phase I (1998) hrms = 3� 10�20

Phase II(1999) hrms = 3� 10�21

結論だけいうと

Qi = 10
6ではPhaseIIで問題になる。

Q値を上げるしか鏡の熱雑音を下げる方法はない。鏡の熱雑音が PhaseIIと同程度になる
ためには

Qi = 10
7

が必要となる。

5.6 低いモードの熱雑音への寄与

先ほど 600kHzまでのモードを考慮して熱雑音の大きさを計算したが実際これほど高い
周波数まで全てのモードを実験的にチェックしたり、Q値を測定することはできない。現
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実的に測定できるのは 100kHz くらいまでであるので、実際には 100kHz以下のモードか
ら totalの熱雑音を推定することになる。幸い式 (5.7)からもわかるように低い共鳴周波
数のモードほど熱雑音への寄与は大きいので低いモードだけ考えるのは悪い近似ではな
い。ここでは 100kHz以下のモードの熱雑音への寄与と totalの熱雑音の関係を調べる。
まず Cut-o� 周波数が 100kHz と 600kHz のときの熱雑音を比較してみる。Front mir-

ror,End mirror,Totalについて計算した。また 600kHzまで考慮すると 100kHzまで考慮
した場合の何倍になるかも 600kHzの欄に記した。結果を表 5.7にまとめた。

表 5.7: 100kHzと 600kHzの違い

Cut-o� frequency[kHz] Power Spectrum[m/
p
Hz]

Front mirror

100 9:4� 10�19=f1=2

600 1:4� 10�18=f1=2(�1:5)
End mirror

100 8:0� 10�19=f1=2

600 9:5� 10�19=f1=2(�1:2)
Total

100 1:7� 10�18=f1=2

600 2:4� 10�18=f1=2(�1:4)

つまり実験から得られた Q値から熱雑音の評価をするときには 100kHz以下のモード
の熱雑音を求めて 1.4倍程度にするのが適当であろうと思われる。
従来の推定では基本モードだけを考えてきた。そこで基本モードだけ考えた場合と total

の熱雑音の関係を調べよう。換算質量は鏡の質量の 1/2としQ値は 106とする。基本モー
ドの周波数は 27.8kHzである。Totalで 8:2� 10�19=f 1=2[m/

p
Hz]となる。これを 3.4倍

すると 600kHz以下のモードの熱雑音と等しくなる。これは G(f)[m2=Hz]で考えると基
本モードだけの推定の 10倍程度になったということである。LIGO[50],VIRGO[53]も似
たような結果を出している。
いままでの結果から 100kHz以下のモードの熱雑音が dominantであることがわかる。

そこで 100kHz 以下のモードで熱雑音への寄与が大きいものはどれかということを調べ
た。100kHz 以下のモードの周波数 (freq) と換算質量係数 (�) (換算質量を鏡の質量で
規格化したもの。) と Q 値が全てのモードで等しいときの各モードの熱雑音への寄与
4kT=mi!

2
iQi![m

2/Hz]を Front mirrorの基本モードの熱雑音で規格化したもの (normal-

ized)を表 5.8にまとめておいた。
43.4kHz,51.1kHz,65.8kHzは基本モードと比べても無視できないほど大きい。これらの
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表 5.8: 100kHz以下のモードの熱雑音

freq[kHz] �(Front) �(End) normalized(Front) normalized(End)

27.7727 0.5159 0.6328 1.00 0.815

35.2131 1.348 1.434 0.238 0.224

43.3865 0.3921 0.4526 0.539 0.467

50.3532 1.490 1.296 0.105 0.121

51.0892 0.1739 0.2295 0.877 0.664

65.7532 0.06300 0.09577 1.46 0.962

67.7880 0.2610 0.6067 0.332 0.143

83.3474 0.5713 3.961 0.100 0.0144

83.9555 0.1489 0.3427 0.379 0.165

89.1133 0.1639 0.2536 0.306 0.197

99.4236 0.2291 0.2582 0.176 0.156

モードの Q値はとくに大きい必要がある。
さらにこれらのモードの形については図 5.7�5.17に示した23。
これら 100kHz以下のモードの Q値などの詳細については [75]参照のこと。

23この図のモードの規格化は適当なものである。よってこの図はモードの形を表しているだけである。物
理的に意味のある規格化を行なった図は [75]を参照のこと。
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図 5.7: 1st mode (27.8kHz)
図 5.8: 2nd mode (35.2kHz)

図 5.9: 3rd mode (43.4kHz)
図 5.10: 4th mode (50.4kHz)

図 5.11: 5th mode (51.1kHz) 図 5.12: 6th mode (65.8kHz)
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図 5.13: 7th mode (67.8kHz) 図 5.14: 8th mode (83.3kHz)

図 5.15: 9th mode (84.0kHz) 図 5.16: 10th mode (89.1kHz)

図 5.17: 11th mode (99.4kHz)
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5.7 ビームが中心からずれた場合

ここまで鏡の中心とレーザービームの中心が完全に一致しているという前提のもとで計
算が行なわれてきた。しかし現実には多少ずれが生じるはずである24。このずれによって
いままで計算してきた値が大きく変わらないかということを調べるのがこの sectionの目
的である。

5.7.1 中心がずれた場合の換算質量

まず鏡の中心とビームの中心がずれた場合の換算質量について計算を行なう。円柱座標
は鏡に固定されていると考えよう。そしてビームの中心が (d; �d)にあるとしよう。この
時に (r; �)における強度密度は式 (5.2)の代わりに

P (r; �) =
2

�w2
exp

 
�2fr2 + d2 � 2rd cos(� � �d)g

w2

!
(5:126)

となる。これを式 (5.1)に代入して�lを求めることによって換算質量を求めることができ
る。ここで問題となるのは�dはどのような値を取るのが適切かという問題である。n = 0

のときには�dがどのような値であっても�lは変化しないが、n 6= 0のときには�dがどのよ
うな値をとるかによって�lが変わる。例えばビームの中心が動径方向の node上にあれば
�lは 0になるがそれ以外なら有限の値になるはずである。この問題は n 6= 0の場合縮退
があることに注意すると解決される。つまりモードは cosn�; sinn�という 2つの� 依存性
をもつということである。熱雑音の計算を行なうときにはこの 2つの縮退したモードの
それぞれの�lを計算してやる必要がある。実際に計算するとわかるが25、cosn�のモード
の�lは cosn�dに比例し、sinn�のモードの�lは sinn�dに比例する。比例係数は同じであ
る。換算質量はこれら 2つのモードをまとめて定義する。つまり式 (5.5)の�l2 のところ
にこれら 2項の 2乗和を代入すればよい26。すると結局�dは換算質量に依存しないことに
なる。ここでは Hutchinson's Simulationでは変位の z成分は cosn�という�依存性がある
としているので、�d = 0とおく。
さて鏡の中心とビームのずれ dがビームウエスト wよりずっと小さいときには式 (5.126)

において指数関数部分を展開することができる。n = 0の場合この展開を行なうと最初
の項 ((d=w)0の項)は当然ビームが鏡の中心に当っている場合である。次の項は (d=w)2に

24Pitch,Yaw Rotationの熱雑音などの存在によって Beam Centeringが行なわれるので、可能な限り小
さくなるはずではあるが。

25�に関して積分するときに� = �� �d と置換をするとよい。また積分関数の対称性から 0になる項があ
ることにも注意。

262つのモードを考えているからといってモードの運動エネルギー Kを 2倍にしてはいけない。それは
どちらかのモードの anti node上にビームの中心があればもう片方のモードは見えないことから明らかであ
る。
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比例する27。これは,ずれたことによる�lの減少分は (d=w)2に比例することを意味する。
n 6= 0ではどうなるだろうか。当然 d = 0で� = 0だから (d=w)0の項は 0となる。

Z �

��
cosm� cosn � = 0 [但しm > n] (5:127)

に注意すると中心がずれたことによる�lの増加は (d=w)nに比例する。よってビームがわず
かにずれたとき n 6= 0のモードの影響は nが小さいものほど大きいということがわかる。

5.7.2 結果

ここではTAMAのFront mirrorにおいて鏡の中心からビームがずれた場合の熱雑音の大
きさについて計算した。0[mm] � d � 10[mm] として 1mm刻みで計算した。n = 0 � 4の
モードをそれぞれ考慮した。Q値は全てのモードで 106とした。Cut-o�周波数は!cut = 30

とし、NZ = NR = 10とした。
まず n = 0と totalの熱雑音の d依存性については図 5.18の通り。
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図 5.18: n=0と totalの熱雑音の d依存性

n = 0 の寄与は小さくなっていくことがわかる。しかし n = 1 � 4 の寄与が大きく
なってくる。それらをすべて足し合わせたものが totalである。やや減少していく傾向が

27(d=w)1の項は cos �を�� � � � �で積分するため消える。
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あるがほぼ変わらない。1cm ずれて 6%程度低くなっただけである。似たような結果が
LIGO,VIRGOでも得られている [50, 53]。
次に n = 0 � 4それぞれの d依存性について図 5.19にまとめた。
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図 5.19: 各 orderの熱雑音の d依存性

order nが大きいモードほど寄与が小さいのは予想通りである。ビームがあまりずれて
いないうちは orderの大きいモードほど急激に熱雑音の寄与が大きくなるが、ある程度ず
れると増え方が緩やかになる。また 1cmほどずれると n = 1の寄与が n = 0とほぼ同じ
位になる。

5.7.3 考察

これらの結果からわかることはビームが鏡の中心からずれても、ほとんど熱雑音の大き
さには変化しないということである。Pitch,Yaw Rotationなどから Beam Centeringは行
なわなければならないが鏡の熱雑音がその条件をより厳しくすることはないであろう。
しかしながらこれらの話しは全ての orderで Q値が等しいことを前提としている。た

しかに n = 0と n 6= 0の Q値の間には正の相関関係が成立することが予想される。しか
しそれは n 6= 0のモードの Q値が n = 0と同等もしくはそれ以上大きいということを保
証するものではない。n 6= 0のモードの Q値が極端に悪ければ Beam Centeringの条件が
厳しくなる可能性がある。しかし n 6= 0のモードの寄与はあまりビームがずれなければそ
れほど大きいものではないのである程度 Q値が悪くても大丈夫であろう。ではどの程度

127



まで悪くても大丈夫であろうか。図 5.19では全ての orderでQ値が等しいとおいて total

の熱雑音を計算している。このときの Q値を Q0とする。ここである order nのモードの
Q値が Qnになり、この orderの熱雑音への寄与が totalと等しくなったとする。図 5.20

に Qn=Q0の d依存性をまとめた。
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図 5.20: Qn=Q0の d依存性

n = 1 のモードの Q 値はかなりずれたときには n = 0 並の Q 値が要求されること
がわかる。これは極端な場合だが n 6= 0 の Q 値が図 5.20程度に悪ければ鏡の熱雑音も
Beam Centeringについて何らかの要求を課すであろう。しかし 1 � 2mmの精度でBeam

Centeringを行なえば n = 1のモードのQ値が n = 0のモードより 1桁も悪くても問題に
ならなくなるのでおそらく深刻な影響を及ぼすことはないと思われる (一応 1桁以上悪く
ないという確認は必要だと思われるが)。
また Beam Centeringの方法として鏡の n 6= 0のモードを励起させて、干渉計からの信

号からその振動の影響が除去されるように鏡を動かすという考えがある。n = 1のモード
がそれに最も適していると思われるが、低い共鳴周波数のモードを調べたところ d = 1mm

では換算質量は n = 0に比べて小さいモードでも 2桁大きかった。よって 1mm程度の
Beam Centeringを行なうときには n = 0の測定に比べてかなり大きく励起させてやる必
要がある。
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5.8 鏡の形を変えた場合

鏡の形状が決定されたときには熱雑音の大きさについて従来の推定しか行なわれていな
い。つまり Hutchinson's Simulationで計算を行なえば、熱雑音がより低い鏡の形状を発
見できる可能性は 0ではない。そこで他の形状の熱雑音を調べることにした。
鏡の熱雑音を減らす確実な方法は鏡の形を変えずにサイズを大きくし、それと同じ比率

でビーム半径を大きくすることである。
鏡の熱雑音のパワースペクトル密度は鏡の質量をM、換算質量係数を�iとすると (5.7)

より以下のとおり。

Gx(f ) =
X
i

4kBT

M�i!i2Qi

1

!
(5:128)

�iは鏡の Aspect Ratio、Poisson Ratio、ビーム半径と鏡の半径の比のみによって決まる。
よってビーム半径の大きさを鏡と同じ比率で変えれば変化しない。Rを Scaling Factorと
するとM / R3; !i / R�1であるので、Gx / R�1 となる。よって振幅

p
Gx / R�1=2とな

る。よって鏡とビーム半径を同じ比率で大きくしていけば緩やかではあるが熱雑音の大き
さは小さくなる。
しかしビーム半径を変えることは TAMAの optics全体の変更を意味するのでかなり困

難である。そこでここでは鏡の形状だけを変えて熱雑音を低減できるかどうかを調べた。
形状の変え方として

� Aspect Ratioを変えずに鏡のサイズを変える。

� 鏡の半径を変えず Aspect Ratioだけ変える。

の 2通りを考えた。NR = NZ = 18とし、!cut = 30; Q = 106とした。

5.8.1 Aspect Ratioを変えずに鏡のサイズを変えた場合

Aspect Ratioを変えずに鏡のサイズを変化させたときの熱雑音の大きさの変化は以下
のように考えることができる。まず鏡を大きくするのではなく、ビームの半径を変化させ
て、熱雑音を計算する。そしてそのあと鏡とビーム半径を同じ比率で変化させてビーム半
径をもとの大きさにもどす。最初の手続きによる熱雑音の変化はビーム半径と鏡の半径の
比の変化によって生じるものであり、2番目の手続きによる変化は先ほど式 (5.128)で議
論したものによる。今後前者の変化を「ビーム半径が変化したためにおこる変化」と呼
び、後者の変化を「鏡の大きさが変化したためにおこる変化」と呼ぶことにする28。後者
は先ほど論じたので前者について考えよう。そこでビーム半径だけを変えた時鏡の熱雑音
の大きさがどのように変化するか見てみよう。図 5.21参照。

28この呼び方は次の sectionでも登場する。
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図 5.21: ビーム半径と熱雑音の関係

ビーム半径が大きくなると熱雑音が小さくなる。これは先ほど述べたように振幅の大き
い鏡の中心にビームが集中するためである29。ここで図 5.21の数値に鏡のサイズの変化の
補正を加えてやれば、TAMAの鏡の熱雑音がサイズの変更でどのように変化するかがわ
かる。実際に Aspect Ratioを変えずに Front mirrorのサイズを変えたときの熱雑音は図
5.22になる。
実際の TAMAの半径は 5cmである。これより大きくすると多少減少する傾向にある。

鏡を大きくしたことによる効果の方がビーム半径を小さくしたことによる効果より少し
大きいらしい30。しかしサイズを大きくしたことにより熱雑音が大幅に減少することはな
いことがわかる。一方鏡を小さくすると急激に熱雑音が減少するがこれは鏡が小さくなっ
たことによりビームの一部しか反射していないことを意味する31。よってこのような大き
さにまで鏡を縮小することはできない。よって鏡のサイズを変えることによって熱雑音を
大幅に減らすことはできないことがわかった。

29このため高次のモードの寄与が大きくなる。よってビーム半径の小さい熱雑音は充分収束していないと
考えられる。例えば一番ビーム半径の小さい 2.5mmのとき!cut = 30 ! 40とすると振幅が 20%大きくな
る。しかしビーム半径が Front mirrorと同じ 8mm程度であれば図 5.4より充分収束している。

30但し先ほど述べたようにビーム半径が鏡の半径に比べて小さいときは熱雑音は充分収束していないこと
に注意。よって鏡のサイズが大きい場合は熱雑音はグラフより大きくなるであろう。

31鏡の半径は少なくともビーム半径の 3倍は必要である。
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図 5.22: Front mirrorのサイズを変えた時の熱雑音の大きさの変化

5.8.2 鏡の半径を変えず Aspect Ratioだけ変えた場合

Front mirrorにおいて鏡の高さだけを変えた時の熱雑音の変化は図 5.23の通りである32。
実際の TAMAの高さは 6cmであり、図 5.23では極小になっている。高さが小さくても

大きくても基本モードの周波数は小さくなる。さらに高さを小さくすることによって質量
が小さくなり、逆に高さを大きくすると共鳴周波数が下がる。よって最適値が存在するは
ずであるが TAMAの鏡はその最適値にいると考えてさしつかえない。

5.8.3 まとめ

今までの議論をまとめると TAMAの鏡の形状の選択は熱雑音に関して言えば、大きく
間違っていたということはなさそうである。しかし逆をいうと鏡の形状を変えて熱雑音を
これ以上大幅に小さくさせることは無理である。

32これらの値はすでに充分収束している。
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図 5.23: Front mirrorの高さだけを変えた時の熱雑音の大きさの変化

5.9 他の大型計画との比較

LIGOや VIRGOにおいても Hutchinson's Simulationをもとにして鏡の熱雑音の解析
を行なっている [50, 53]。そこで他の大型計画との比較を行なってみよう。比較には次の
2種類がある。

� TAMAのプログラムのだした結果は他の計画のプログラムの結果と consistentか。

� TAMAの鏡の熱雑音は他の計画に比べて大きくないか。

まず最初の項目は TAMAのプログラムの信頼性のチェックである。LIGO,VIRGOで
は自らが開発したプログラムで自らの鏡の熱雑音の大きさの計算を行なっているので、
TAMAのプログラムで LIGO,VIRGOの熱雑音の大きさを計算して、彼らの結果と一致す
るかどうか確認する。後の項目は TAMAの鏡は (Q値の大きさは同じとして)他の計画よ
り熱雑音が大きくないかということを確認する。これは 1996年 11月に開かれた TAMA

Workshopで LIGO,VIRGOでは Q値は 106で充分なのに TAMAでは 1桁大きい Q値が
要求されるということが判明して出された疑問の答えである。
ちなみに TAMA Workshopで発表された鏡のQ値の下限は表 5.9の通りである [66] 33。
なお Q値は特に断らない限り全てのモードで 106とする。

33これは鏡の熱雑音で sensitivityが limitされるという仮定をしている。
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表 5.9: 各計画の Q値の下限

LIGO(Initial) Q > 106

VIRGO Q > 106

GEO Q > 5� 106

TAMA Q > 107

5.9.1 Hutchinson's Simulationのプログラムの検証

ここでは TAMAで開発された Hutchinson's Simulationのプログラムで他の計画の熱
雑音を計算し、それぞれの計画の出している結果と一致するか検証する。

LIGOとの比較

LIGOの鏡の熱雑音についてはA.Gillespie & F.RaabによってHutchinson's Simulation

を用いて計算されている [50]。
[50]ではMarkII34の鏡の計算も行なっているのでまずそれを見てみよう。parameterが

表 5.10のように与えられている。

表 5.10: MarkIIのmirror

Radius 5 cm

Height 8.8 cm

Aspect Ratio 0.88

Beam Radius 0.22 cm

(Beam Radius)/(Radius) 0.044

MarkIIの n = 0のモードのうち共鳴周波数の低い 6つのモードの共鳴周波数と換算質
量係数を計算しているので TAMAで開発されたプログラムでも計算してみた。その結果
一致した [62]。また周波数と換算質量係数のグラフも求めているので計算してみた。まず
[50]によると 280kHz以下のモードは 100個あるそうだが、TAMAの計算では 118個あっ
た。グラフを比較してみたがあまり違いがあるようには見えない。ただ LIGOでは一番
大きい換算質量係数でも 10程度だったが TAMAの結果では 100を越えているものがい
くつかある。またこの鏡の熱雑音の大きさとCut-O�周波数の関係も計算しているがほぼ
一致した。

34カルフォルニア工科大学にある基線長 40mの干渉計型重力波検出器のプロトタイプ。

133



では肝心の LIGOの鏡の熱雑音を計算する。Front mirrorについての parameter は表
5.11参照。

表 5.11: LIGOの Front mirror(Gillespie)

Radius 12.5 cm

Height 10 cm

Aspect Ratio 0.4

Beam Radius 2.2 cm

(Beam Radius)/(Radius) 0.176

これらの parameterから Gillespieは

8:9� 10�19=f1=2
h
m=
p
Hz

i

という結果を出している35。一方 TAMAのプログラムによると

8:5� 10�19=f1=2
h
m=
p
Hz

i

となりGillespieより 4%ほど小さい。また熱雑音の大きさと Cut-O�周波数の関係も計算
してあるので比較してみた。比較の結果 50kHz程度から LIGOの計算とTAMAの計算が
ずれ始めている。
実はGillespieの論文の後、LIGOはレーザーを Arから YAGに変更したため、ビーム

半径が変わってしまった。変更後の値は表 5.12のとおり [56, 67]。

表 5.12: 変更後の LIGOのmirror

Front mirror End mirror

Radius 12.5 cm 12.5cm

Height 10 cm 10 cm

Aspect Ratio 0.4 0.4

Beam Radius 3.6 cm 4.6 cm

(Beam Radius)/(Radius) 0.288 0.368

J.K.Blackburnによると [52]、

35Gillespieは Q = 107として計算しているので補正した。
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Front mirror 7:1� 10�19=f 1=2
h
m=
p
Hz

i
End mirror 6:0� 10�19=f 1=2

h
m=
p
Hz

i

となっている36。
TAMAのプログラムの結果は次のとおり。

Front mirror 6:4� 10�19=f 1=2
h
m=
p
Hz

i
End mirror 5:5� 10�19=f 1=2

h
m=
p
Hz

i
Blackburnより約 10%小さい。Blackburnも熱雑音の大きさと Cut-O�周波数の関係を計
算しているので比較してみた。40kHz付近ですでに Blackburnと TAMAの計算結果の間
に 10%程度のずれが生じている。

VIRGOとの比較

VIRGOの鏡の熱雑音については J.Bondu & J-Y.Vinetが Hutchinson's Simulationを
用いて37計算している [53]。鏡についての parameterが表 5.13の様に与えられている。

表 5.13: VIRGOの mirror

Front mirror End mirror

Radius 17.5 cm 17.5 cm

Height 10 cm 20 cm

Aspect Ratio 0.286 0.571

Beam Radius 1.98 cm 5.48 cm

(Beam Radius)/(Radius) 0.113 0.313

これらの parameterから Bonduは

Front mirror 1:1� 10�18=f 1=2
h
m=
p
Hz

i
End mirror 5:5� 10�19=f 1=2

h
m=
p
Hz

i

という結果を出している。一方 TAMAのプログラムによると

Front mirror 1:0� 10�18=f 1=2
h
m=
p
Hz

i
End mirror 5:0� 10�19=f 1=2

h
m=
p
Hz

i
36BlackburnはQ = 2:5� 106として計算したので補正した。
37彼らは開発したプログラムを cypresと呼んでいる。
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となり Bondu より 10%ほど小さい。Bondu も熱雑音の大きさと Cut-O� 周波数の関係
(Front mirrorのみ)を計算しているので比較した。100kHz付近ですでにBonduとTAMA

は 10%程くいちがっている。また Bonduの計算によると Front mirrorは 300kHz以下の
モードが 448個あるが TAMAの計算では 490個あった。

GEOとの比較

GEOの鏡の熱雑音については J.E.Logan & J.Hough & R.D.Thomsonの論文 [54]参照。
鏡についての parameterが表 5.14の様に与えられている38。

表 5.14: GEOの mirror

Radius 12.5 cm

Height 15 cm

Aspect Ratio 0.6

Beam Radius 2.2 cm

(Beam Radius)/(Radius) 0.176

じつは Hutchinson's Simulation を用いて計算はなされていない。鏡の parameter は
Gillespieの計算したもとと比較すると Height以外は同じなのでGillespieの結果に高さの
変更による補正を行なっている。その結果39は

6:3� 10�19=f1=2
h
m=
p
Hz

i

である。これはどのような補正を加えたのかはよくわからない。高さが 1.5倍になったの
で、質量が 1.5倍になる。つまり式 (5.128)より振幅は

p
1:5倍小さくなる。しかし高さが

大きくなったぶん周波数が小さくなるので熱雑音が大きくなる。どの程度大きくなるかは
よくわからないが、

p
1:5で割った値が下限値であることは間違いないだろう。その値は

7:3� 10�19=f1=2
h
m=
p
Hz

i
である。この値より小さい値にしているのかはなぜだろうか。

TAMAのプログラムで計算すると

8:3� 10�19=f1=2
h
m=
p
Hz

i

となる。もともと GEO の推定が厳密でないのであまり比較しても意味はないが、高々
factorの差であることは間違いない。

38Beam Radiusは便宜上与えただけの数値なのかもしれない。
39彼らの結果に Q = 106を代入した。
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検証の結論

検証の結果以下のような違いが判明した。

� TAMAのプログラムはモードの数が多い。

� TAMAのプログラムは熱雑音の大きさを低く見積もる。

前者についてであるが具体的にはモードの個数は TAMA は LIGO,VIRGO に比べて
10 � 20%多い。
後者について考察するまえに Cut-O�周波数と熱雑音の関係の概略を議論する。詳細は

[50]参照のこと。各モードの熱雑音への寄与は!n2に反比例するが、軸対称モードは 2次元
の系なのでモードの数密度は!n2に比例する。よってこれらの効果は相殺し、換算質量の
周波数依存性が Cut-O�周波数と熱雑音の大きさの関係を支配する。周波数が低く、波長
がビーム半径より大きければ、周波数が大きくすると換算質量の小さいモードが増える傾
向にある。これは波長が短くなるにつれて鏡の中心の anti nodeの範囲が狭くなり、ビー
ムが当る範囲の振幅が増えるからである。よってこの周波数帯では Cut-O�周波数が大き
くなるとそれに比例して熱雑音は大きくなる。しかし周波数が高くなり、波長がビーム半
径より小さくなると、ビーム半径内に node lineが増え、換算質量は大きくなる。この周
波数帯域になるとCut-O�周波数が大きくなっても熱雑音の大きさはほとんど変わらなく
なる。つまり収束したわけである。これらを踏まえて今までの議論をふりかえる。MarkII

の鏡について計算したがビーム半径が鏡に比べるとはるかに小さいので計算した範囲で
は波長はビーム半径より大きい。この範囲では LIGOと TAMAの計算結果は一致してい
る。肝心の LIGO,VIRGOの鏡ではビーム半径がある程度大きくなり、周波数の高い方ま
で調べているので熱雑音は収束している。ほぼ収束している範囲では LIGO,VIRGO と
TAMAの計算結果は違ってしまっているが、その差はほとんど周波数に依存していない。
よって共鳴周波数の高いモードの寄与自体は大差はないのであろう (多少違っても寄与が
もともと小さいので目立たないのかもしれないが)。また LIGO,VIRGOの鏡の計算でも
Cut-O�周波数が低い範囲では熱雑音の大きさは一致している。
よってビーム半径と波長が同じ程度になる周波数のモードの寄与の計算がLIGO,VIRGO

と TAMAでは食い違っていると思われる。またビーム半径と鏡の半径の比が大きい場合
ほど、つまりビーム半径と波長が等しくなる周波数が低い場合ほど収束値の食い違いが多
い傾向あることが今までにあげたデータからわかる。いずれにせよこの周波数付近のモー
ドの計算のチェックを行なえば食い違いをなくせると思われる。
このように 2 つほど違う点がある。しかし結果自体は 5 � 10%ほど程度であるの

で、変更があったとしてもこの程度であろう。そこでとりあえず TAMA のプログラム
は LIGO,VIRGOと比べてそれほどおかしくないとする。
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5.9.2 各計画の鏡の熱雑音の比較

TAMAのプログラムはたいしておかしくないことがわかったので、以後は完全に信頼
し、各計画における鏡の熱雑音の大きさを比較する。また TAMAのQ値の下限を押し上
げている理由も考察する。

各計画の鏡の熱雑音の大きさ

ここでは各計画の鏡の熱雑音の大きさを求めて比較する。プログラム間の差をなくすた
めに TAMAのプログラムで計算した値を採用する。LIGOに関しては変更後の値を採用
する。まとめると40(Q = 106で単位は

h
m=
p
Hz

i
)表 5.15になる。

表 5.15: 各計画の鏡の熱雑音

Front mirror End mirror Total

LIGO 6:4� 10�19=f 1=2 5:5 � 10�19=f 1=2 1:2� 10�18=f1=2

VIRGO 1:0� 10�18=f 1=2 5:0 � 10�19=f 1=2 1:6� 10�18=f1=2

GEO 8:3� 10�19=f 1=2 | 2:2� 10�18=f1=2

TAMA 1:4� 10�18=f 1=2 9:5 � 10�19=f 1=2 2:4� 10�18=f1=2

比較してみると TAMAは他と比べて大きいことがわかる。これは TAMAの鏡が小さ
いことによるものである。TAMA以外の鏡は TAMAの 2 � 3倍の大きさであり、換算
質量係数の変化を考えなければ式 (5.128)で議論したように振幅

p
Gx / R�1=2だから鏡が

大きい方が有利である。例えば TAMAの Front mirrorは Gillespieの鏡とビーム半径と
鏡の半径の比が大体同じ (0.16と 0.176)なので比較してみよう。TAMAの Front mirror

の熱雑音は Gillespieの鏡の 1.6倍である。つまり Gx(f)は 1:62 = 2:7倍になっている。
LIGOの鏡は TAMAと比べると半径 2.5倍、高さは 1.7倍なので説明できる程度の差で
ある。TAMAの End mirrorのビーム半径と鏡の半径の比は LIGOの Front mirrorとほ
ぼ同じ (0.3と 0.288)なので同様に比較すると Gx(f)は 1:52 = 2:2倍であり、説明できる
程度の値となっている。つまりTAMAの鏡の熱雑音は他の計画に比べて大きいが、それ
はサイズが小さいという理由で説明することが可能である。

各計画のQ値の下限

先ほどの計算結果と各計画の目標に到達するための熱雑音の大きさを比較して各計画に
おけるQ値の下限を求める。なおここでは sensitivityが一番よい周波数 (100Hz付近)に

40GEOは Fabry-Perotでない。そこで Front mirrorの欄に 1個の鏡の熱雑音を記入し、End mirrorは
省略した。Totalの欄には干渉計の全ての鏡の熱雑音が同じであるとして計算した値を記入した。この値は
1個の鏡の熱雑音の

p
7倍になる [9]。
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おいては鏡の熱雑音のみによって sensitivityが limitされていると仮定する。
LIGO(Initial)(基線長 4km)では目標に到達するためには h = 3 � 10�23 /

p
Hz@100Hz

が必要である [7, 51, 52, 68]。これは 1:2 � 10�19 m/
p
Hz@100Hzであるから鏡の熱雑音

としては 1:2� 10�18=f 1=2 m/
p
Hz が目標となっている。これは先ほどの計算とほぼ同じ

値であるので Q値の下限は 106である。
VIRGO(基線長 3km) では目標に到達するためには h = 5 � 10�23 /

p
Hz@100Hz が必

要である [69]。これは 1:5� 10�19 m/
p
Hz@100Hzであるから鏡の熱雑音としては 1:5 �

10�18=f1=2 m/
p
Hz が目標となっている。これも先ほどの計算とほぼ同じ値であるのでQ

値の下限は 106である。
GEO(基線長 600m)では目標に到達するためには h = 1:4 � 10�22 /

p
Hz@100Hzが必

要である [54, 71] 41。これは 8:4 � 10�20 m/
p
Hz@100Hzであるから鏡の熱雑音としては

8:4� 10�19=f 1=2 m/
p
Hz が目標となっている。これは先ほどの計算と比べると Q値の下

限は 7� 106である。
TAMA(基線長 300m)では目標に到達するためには 150Hzから 450Hzまで積分した hrms

が 3 � 10�21でなければならない。つまり h = 2:9� 10�21=f 1=2 /
p
Hzである必要がある。

よって鏡の熱雑音としては 8:6� 10�19=f 1=2 m/
p
Hz が目標となっている。これは先ほど

の計算と比較すると Q値の下限は 8� 106である。
まとめると表 5.16の通り。

表 5.16: 各計画の目標と Q値

h@100Hzの目標 [=
p
Hz ] 熱雑音の目標 [m=

p
Hz ] Q値の下限

LIGO 3� 10�23 1:2� 10�18=f1=2 106

VIRGO 5� 10�23 1:5� 10�18=f1=2 106

GEO 1:4� 10�22 8:4� 10�19=f1=2 7� 106

TAMA 2:9� 10�22 8:4� 10�19=f1=2 8� 106

5.9.3 TAMAのQ値の下限はなぜ高いのか

ここではTAMAのQ値の下限がなぜ高いかということについて議論する。まずTAMA

以外のものをそれぞれ比較してみよう。LIGOとVIRGOは基線長も鏡の大きさも目標感
度も大体同じなのでQ値の下限もだいたい同じである。一方 GEOは LIGO,VIRGOの 8

41[54]では 1つの鏡の熱雑音の制限として h = 5� 10�23/
p
Hz@100Hzと書いてある。先ほど同様に全て

の鏡の熱雑音は同じとすると Totalの熱雑音は
p
7倍になり h = 1:3 � 10�22=

p
Hz@100Hzとなる。[71]で

は目標感度は h = 2:0 � 10�22=
p
Hz@50Hzとなっている。これは h = 1:4� 10�22=

p
Hz@100Hzに相当す

る。ここでは後者を採用した。
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倍のQ値が必要である。まずこれは目標から要求される熱雑音が LIGO,VIRGOと比べて
小さいことを見てわかるように目標感度が高いからである。VIRGOと比較してみよう。
GEOの基線長は VIRGOの 1/5なので hの目標は 5倍になるはずである。しかし先ほど
見た通り 2.8倍にしかなっていない。つまり VIRGOより熱雑音の振幅を 1.8倍小さくし
なければならない。そのためにはQ値を 1:82 = 3:2倍にしなければならない。さらに鏡の
個数が GEOは多い。全ての鏡の熱雑音が同じとすれば Totalの熱雑音の振幅は VIRGO

では鏡 1個の熱雑音の 2倍、GEOは
p
7倍になる。よってGEOの Q値は

�p
7=2

�2
= 1:8

倍大きくなる。よって Q値は 3:2 � 1:8 = 5:8倍になる。7倍との差はビーム半径と鏡の
半径の比の差が原因と考えられる。では TAMAではなぜ Q値が高いのか。
まずあげられることとして GEO と同じく目標感度が高いということである。これは

LIGO,VIRGOと比べると要求される熱雑音の振幅が小さいことからわかる。LIGO,VIRGO
と比べると TAMAは基線長が約 1 桁小さいので hの目標も約 1桁あがるはずなのにそ
うなっていない。TAMAの目標に到達するためには、熱雑音の振幅を LIGO の 1.4 倍、
VIRGOの 1.7倍小さくしなけれはならない。つまりQ値は LIGOの 2倍、VIRGOの 3

倍にしなければならない。GEOと TAMAが目標感度が基線長から相当するものより高
いのはおそらく targetの重力波の強さに少しでも近付けようとしたためであると思われ
る。だから目標感度に対して基線長が短過ぎるといってもよいかもしれない。
次に先ほど述べたように鏡が小さいということである。他の計画の鏡の大きさはTAMA

の 2 � 3倍なので Q値は 2 � 3倍なければならない。
また Aspect Ratioの違いや、ビーム半径の鏡の半径に対する比の違いも若干効いてい

ると思われる。例えば LIGOはビーム半径の鏡の半径に対するの比は TAMAより大きい
のでその分 TAMAより有利である。表 5.6を参考にしてどの程度大きくなっているか見
積もってみよう。TAMAの鏡は LIGOより小さいので振幅が

p
2:5倍大きくなっていると

思うとビーム半径が大きいことによって LIGOの鏡の振幅は Front mirror, End mirrorを
平均して 1.6倍小さくなっている。
ここで TAMAの Q値が高い理由をまとめておこう。

� TAMAの Hutchinson's Simulationのプログラムは LIGO,VIRGOのものと大差な
い結果を出したので、TAMAの鏡の Q値が高い原因ではない。

� Q値を同じにして各計画の鏡の熱雑音を計算したところ鏡のサイズが小さいことに
よる熱雑音の増加以外は TAMAは他の計画ととくに変わらなかった。だがサイズ
の違いによりTAMAの Q値は�(2 � 3)しなければならない。

� LIGO,VIRGOに比べて相対的に目標感度が高すぎる (LIGO�2, VIRGO�3)。

� Aspect Ratioや Beam RadiusのMirror Radiusの比の違いも少し効いている。たと
えば LIGOは Beam Radiusが大きいので TAMAより有利である (LIGO�1:6)。
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� よって Q値は�10程大きくなる。

5.10 鏡の熱雑音についてのまとめ

� 鏡の共鳴周波数や換算質量を計算するのは困難であったが、Hutchinson's Simulation
によって可能になった。

� 実験による検証の結果Hutchinson's Simulationによって極めて正確に共鳴周波数の
計算ができることがわかった。

� Hutchinson's Simulationの計算によると PhaseIIの目標感度と鏡の熱雑音がほぼ等
しくなるためにはQi = 107が要求されることがわかった。この値は従来の推定より
1桁厳しい値である。

� n 6= 0の Q値がかなり悪くない限り鏡の熱雑音が Beam Centeringの制限を厳しく
することはない。

� ビーム半径を変えずに TAMAの鏡のサイズを変更しても、大きく熱雑音が下がる
ことはない。

� TAMAの Q値の下限が他の大型計画に比べて大きいのは基線長と比べて目標感度
が高いこと、鏡のサイズが小さいこと、ビーム半径が小さいことが原因である。
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第 6章

TAMA300における熱雑音

6.1 今までのまとめ

今までの議論を振り返ってみよう。
様々な自由度の計算を行なったが、Suspension Systemのmagnet dampingによる熱雑

音は Phase IIの目標感度より小さく問題にならないことがわかった。そこで問題となる
のは中間 massより下の散逸の大きさを表す Q2の下限がどの程度であるかということで
ある。
Pitch Rotation, Yaw Rotation, Vertical Vibrationそれぞれの熱雑音の振幅が Phase II

の目標感度の 1/4のときのQ2(これをQ値の下限とする。) は表 6.1の通り1。ビームと鏡
の中心のずれは 1mmとする。

表 6.1: Suspension System の Q2の下限

Q2の下限
Pitch Rotation 2� 105

Yaw Rotation 4� 103

Vertical Vibration 3� 10�2

今までの議論からこれらはいずれも実現可能な値と思われる。だが Pitch Rotationの
Q値が高いので、測定する必要があると考えられる。また Beam Centeringの精度を良く
することに Pitch Rotationの Q値の下限を下げることは可能である。例えばビームと鏡
の中心のずれを 0.5mm とすれば、Q値の下限は 5 � 104になる。とりあえずこれらの熱
雑音は PhaseIIの目標感度よりずっと小さく出来ると考えられるのでここではこれ以上考
慮しない。

1改良後の値である。
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Pendulum Mode+Violin Modeそして鏡の熱雑音がそれぞれPhase IIの目標感度と等し
くなるために必要なQ値は表 6.2の通りである。但しこの章では今まで通りViolin Mode

の Q値は Pendulum Modeの半分とする。

表 6.2: Pendulum Modeと鏡の熱雑音のQ値の下限

Q値の下限
Pendulum Mode 2:5� 105

Mirror 1:0� 107

表 6.1と比べると Q値の下限が大きいことがわかる。しかもこれらは Phase IIの目標
感度と同じ値になるというより緩い条件であることにも注意。これは表 6.1の雑音は理想
状態からずれによる coupling(ビームのずれや地球の曲率など)によるものであるが表 6.2

の雑音はそのような couplingによらないものだからと思われる。

6.2 TAMA300の熱雑音

TAMAの観測帯域では熱雑音によって感度が limitされると考えられている。ここでは
今までの議論を踏まえて、TAMAの熱雑音がどの程度の大きさになるかを述べる。問題と
なる熱雑音は Pendulum+Violin Modeと鏡の熱雑音であり、これらの和が PhaseIIの目標
感度より小さくなる必要がある。表 6.2と式 (4.10)(4.99)(5.128)を参考にすると Pendulum

ModeのQ値QPendulumと鏡のQ値QMirrorが以下の条件を満たせば熱雑音は PhaseIIの目
標感度より小さくなる。

2:5� 105

QPendulum
+
1:0� 107

QMirror
� 1 (6:1)

とりあえずここではPendulum+Violin Modeと鏡の熱雑音の大きさが等しくなるQPendulum

= 5� 105; QMirror = 2� 107という値を採用して話を進める。
図 6.1は TAMAの熱雑音である2。Pendulum+Violinの熱雑音はmagnet dampingによ

るものと中間mass以下の散逸によるもの (グラフ中ではwireと記述してある。)を示した。
100Hz以下ではmagnet dampingによって決まり、100Hz以上ではwireによって決まるこ
とがわかる。鏡の熱雑音はQMirror = 106とQMirror = 2�107のものをのせた。さらに観測帯
域付近を拡大したのが図 6.2である。但しmagnet dampingによるViolin Modeの熱雑音は
無視できるので省略した。ここで観測帯域では鏡の熱雑音だけで sensitivityが limitされて
いるわけでないということに注意したい。200Hz以下では Pendulum Modeの熱雑音の方

2これらのパワースペクトル密度は前 sectionの Pitch、Yaw Rotationと違い改良前のものである。しか
し改良後と大差ない。
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が大きく、450HzではViolin Modeの方が大きい。しかし他の計画では Suspension System

の熱雑音は鏡ほど大きくはない。Suspension Systemの熱雑音の振幅は式 (4.10)(4.99) か
らわかるように鏡の質量の平方根に反比例する。つまり鏡のサイズの 3/2乗に反比例す
る。一方鏡の熱雑音は (ビーム半径と鏡の半径の比が同じときには) 式 (5.128)より鏡の
サイズの平方根に反比例する。よって Suspension Systemの熱雑音の方が鏡のサイズに
敏感である。他の計画より TAMAの鏡は小さいので Pendulum+Violinの熱雑音は鏡に
比べて相対的に大きくなる。例えば LIGOにおいては 100Hz付近が一番 sensitivityがよ
いが、この付近において鏡の熱雑音は Pendulum + Violin Modeの熱雑音より少し大き
い程度である [25, 51, 52]3。また VIRGO においては [70]、鏡の質量が Front mirror は
TAMAの 20倍、End mirrorは 40倍もあり、しかも wireの長さが 0.7mもあるので、鏡
の熱雑音に比べて Pendulum+Violin Modeの熱雑音はずっと小さい。VIRGOでは鏡の熱
雑音が Pendulumと等しくなるのは約 45Hzであり、1st Violin Modeの周波数は 310Hz

程度、1st Violin Modeよりずっと低い周波数においては Violin Modeの熱雑音の振幅は
鏡の 1/25である。しかし TAMAにおいては図 6.1、6.2をみてもわかるように鏡の熱雑
音が Pendulumと等しくなるのは約 207Hzであり、1st Violin Modeの周波数は 533Hz程
度、1st Violin Modeよりずっと低い周波数においては Violin Modeの熱雑音の振幅は鏡
の 1/3である4。また TAMAの場合、鏡の熱雑音に比べて Pendulum+Violin Modeが無
視できるようになるには、Qpendulum = 2:5 � 106が必要となる。この値は LIGO,VIRGO

で要求される Q値より 1桁も大きい。
このように鏡が小さいため Suspension Systemの熱雑音が他の計画より大きくなってい

る。これが鏡のQ値の下限をさらに大きく (�2)している。

6.3 目標のQ値への到達は可能か

QPendulumと QMirrorに関する制限がわかったのでここではこの制限が実現可能かについ
て議論する。
まず Pendulum Modeであるがワイヤーの弾性エネルギーのみが散逸するとした Q値

は式 (4.87)より 6:7�106である。散逸はこれ以外にも存在すると予想されるので、この値
はQ値の上限値にすぎない。しかし目標の 5� 105より 1桁以上よい値である。しかも先
に書いたが LIGO,VIRGOでは Q値の上限の 1=3 � 1=2程度まで到達している [51, 70]。
また TAMAでも現在 Pendulum ModeのQ値を計測中であり、(1 � 2)� 105 は既に達成
されている [33, 34, 35]。よって QPendulum = 5� 105は達成不可能ではないと考えられる。
鏡のQ値はどうであろうか。TAMAにおける鏡のQ値の計測の詳細については [75]を

参照のこと。この計測では
3[51] と [52]で Pendulumに関する parameterが違う。おそらく [51]のあとに変更があったと思われる。
4LIGOもPendulumやViolin Modeは無視できないが、少なくとも 100Hz付近では鏡より大きくはなっ

ていないことに注意。TAMAでは 200Hzまで Pendulumの熱雑音は鏡より大きいのである。
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QMirror < 10
6

となっている。目標の 1/20であるので仮にこれが QMirrorの上限とすれば TAMAの感度
は図 6.1、6.2の QMirror = 106の線で決まることになる。これは PhaseIIの目標より 4.5倍
も大きい。もちろん Q = 106が実際の上限値であるのかは不明であり、今後も引続き測
定を行なう必要がある。だが LIGO,GEO,VIRGOでも QMirror = factor� 106程度である
[51, 55, 70]ことから、Q値は数倍高くなることは可能であるが、QMirror = 2� 107に到達
することは極めて困難であると考えられる。
またこれまでの議論から鏡の熱雑音を大幅に減少させる方法はQ値を高くする以外には、

� ビーム半径と鏡のサイズを大きくする。

� 温度を下げる5。

のいずれかしかない。ただどちらの方法も TAMAでこれから採用するのは難しい。

6.4 今後の課題

散逸に関係のない parameterに熱雑音はどのように依存しているかを調べ、かつそれ
らの parameterを操作して、熱雑音を低減することが本論文の目的であった。ここでは残
された課題についてふれておきたい。それは以下の 3点である。

� continuous systemの散逸

� 実験への要請

� その他

6.4.1 continuous systemの散逸

干渉計型重力波検出器の感度は Pendulum Mode+Violin Modeそして鏡の熱雑音で決
められることがわかった。これらは continuous systemの熱雑音である。そしてこの熱雑
音は式 (4.99)をもとにして、つまり調和振動子の熱雑音の重ね合わせとして計算してき
た。だがこの方法には 1つ問題がある。式 (4.99)の導出過程をふりかえると、まず散逸
のない運動方程式をmode展開し、調和振動子の重ね合わせとしたあとで各々の調和振動
子に散逸を導入している。これは厳密な方法ではない。最初から運動方程式に散逸項を導
入し、その後mode展開をするべきである。だがこの計算を行なうにあたり以下のような
疑問が生じてくる。

5Q値は温度が下がると大きくなるということも考慮している。
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� 散逸項のmode展開は可能か。

� 散逸項をmode展開するとどのような形になるか。

特に前者の疑問は重要である。もし散逸項のmode展開が不可能であるならば、いまま
で計算に利用してきた式 (4.99)の正当性が失われるからである。
実は散逸項のmode展開が不可能な例をあげるのは容易である。それは Suspension Sys-

temの熱雑音を計算するときに登場した 2 mode oscillatorである。この oscillatorには 2

つの modeがあるが、magnet dampingが強いため各々の modeの Q値はそれほど高く、
式 (4.99)に従って計算すると熱雑音はかなり大きくなるはずである。しかし観測帯域の
熱雑音は式 (4.10) を見てもわかるように、magnet dampingの大きさには依存しない。つ
まりmode展開による推定は正しくない。これは散逸項の存在によりmodeの独立性が破
綻したことが原因である。つまりあるmodeを励起して減衰を観測するとその過程におい
て別のmodeが混ざってくるのである。
このように散逸項のmode展開が不可能である systemが存在する。ではどのようなと

き散逸項の mode展開は可能なのであろうか。2 mode oscillator の場合について考えて
みよう。話を簡単にするために中間 massと鏡の間の散逸も viscous dampingとしよう。
このとき mode 展開が可能であるための条件は!1Q1 = !2Q2であることが知られている
[72]。これは�1(!) = �2(!) を意味する。よっておそらく散逸が viscous dampingでなく
ても�1(!) = �2(!)が成立すれば、2 mode oscillatorの散逸項はmode展開が可能である
と考えられる。
さらにこれを拡張して、

� continuous systemにおいて�(!)が場所に依存しなければ散逸項の mode展開が可
能である。

と言うことができると予想される。これはまだ厳密に証明されたわけではないが極めて尤
もらしいので正しいとしよう。またこのとき各々modeの散逸、つまり�n(!)は�(!)に等
しくなると考えられる。一方�(!)が場所に依存するならば、必ずかどうかはわからない
が、一般にはmode展開ができないと考えられる。
さて現実の systemを考えてみると�(!)が場所に依存しないということは考えにくい。

Suspension Systemにおいては散逸は主にクランプ点もしくはその付近でおこると考えら
れる。鏡においてもワイヤーと接触している部分や、磁石が接着している部分の散逸が大
きいと思われる。よってこのような systemの熱雑音を計算するのに式 (4.99)を利用した
ことは正しいとは断言はできない6。
以上の議論から�(!)が場所に依存するときには、mode展開をせずに、もとの運動方程

式から直接 impedanceを計算して熱雑音を計算する必要がある。だがそのような計算は

6ただ計算は楽である。
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あまり行なわれていない。ここではその数少ない例を紹介する。まず Logan et al.による
ものがある [26]。この例では Pendulum Mode+Violin Modeの熱雑音を計算するために、
等価的な電気回路の熱雑音を計算している。ここではワイヤーは伝送線となっている。さ
らに散逸はクランプ点でおこるとして、伝送線の両端は抵抗 Rで terminate されている。
但しこの Rは!に反比例する7。しかしこの結果はmode展開によるものと一致している。
また�1(!)と�2(!)が違う 2 mode oscillator[72]や�(!)が一様でない棒の伸縮モード [73]

の熱雑音の計算も行なわれている。mode展開と比較してみると、共鳴周波数の間での振
る舞いがかなり食い違う場合がある。ただこれは物理的にどういう意味をもつのかはよく
わからない。また肝心の観測帯域に相当する共鳴周波数から離れた領域の熱雑音はよほど
変な systemでないかぎり、mode展開によるものと実はそれほど変わらない結果になっ
ている。
またこのような計算をするときに問題となるのはどのような散逸が存在するのか、そし

てその周波数依存性である。例えば第 3章の図 3.4のようなモデルでは周波数が高いと散
逸は大きくなる。これからの類推により鏡の Q値を制限しているものが仮にワイヤーと
鏡の摩擦であるとしたとき、この摩擦は鏡の共鳴周波数 (10kHz�)では大きくその結果Q

値が小さくなるが、観測帯域 (300Hz)では摩擦は小さくなり、よって熱雑音の実際の値が
Q値とmode展開から計算したものより小さくなる可能性も否定はできない8。
まとめると散逸項のmode展開は常に可能であるわけではないので、式 (4.99)をもとに

した計算は完全に信用できるわけではない。しかしmode展開によらず計算するときには

� どのような散逸があり、どのような周波数依存性をもつのか。

� そのような散逸をもとに計算したときの熱雑音はどのような周波数依存性をもつの
か、またその物理的な意味は何か。

ということを考えることが必要になってくる。つまり実験的にも理論的にも散逸の本質に
かなり踏み込んだ研究が必要になってくる。困難と思われるが、熱雑音の正確な推定のた
めに必要な研究である。

6.4.2 実験への要請

今までの議論から Suspension Systemや鏡の Q値に関する制限がわかった。これらの
うちには容易に実現できないものもあるのでさらなる実験が必要である。また熱雑音の計
算のために用いた仮定もある。この仮定も検証しなくてはいけない。このような実験に対
する要請を以下にまとめた。

7このモデルは第 3章の接触面の散逸に登場したバネと damperの直列接続モデル (図 3.3)に似ている。
8もちろん逆の可能性も否定できない。またそのような systemの存在も計算により知られている [72, 73]。
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� Pendulum Modeの Q値の測定と向上、主要散逸要因の特定とその観測帯域での周
波数依存性の調査

� Pitch Rotationの Q値の測定と向上、主要散逸要因の特定とその観測帯域での周波
数依存性の調査

� Violin Modeの Q値は Pendulum Mode及び Yaw Rotationの Q値の半分であるか
の検証

� 鏡の Q 値の測定と向上、主要散逸原因の特定とその観測帯域での周波数依存性の
調査

� 鏡の n = 1モードの Q値の測定

今までの議論からこの中でも特に鏡の Q値の測定は重要である。

6.4.3 その他

Hutchinson's Simulationにいくつか問題点がある。他の計画の計算結果と多少ずれて
いたり、orderや周波数が大きいところで多少怪しい振るまいをする。これらはおそらく
Hutchinson's Simulationの問題というよりもそれを実行するときの行列式の計算や零点
の求め方に問題があると思われる。
また Hutchinson's Simulationは等方的な弾性体を前提としているが、非等方の場合に

拡張することも興味深いと思われる。
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Appendix A

Suspension Systemの仕様

ここではTAMA300の Suspension Systemに関する parameterを紹介する。[74]も参照
のこと。

A.1 全体図

図 A.1、A.2を参照のこと。
図 4.1、4.2とはかなり違う図であるがこちらの図は parameterの書き込みやすさを最優

先した。よって縮小したものではない。図 4.1、4.2は厳密ではないが、大体のサイズを反
映している。

A.2 中間massを懸架する bellowsとwire

一番上には bellowsがあり、これは

自然長 54 mm

荷重時の長さ 65 mm

バネ定数 500N/m

である。
図 A.1、A.2では省略したが bellowsと Tungsten wire の間に高さ 6mm のフランジが

ある。
その下に Tungsten wireがある。Tungstenは以下のような材質である。

ヤング率 4:0� 1011 Pa

密度 1:92� 104 kg/m3

Tungsten wireは
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d1 = 45mm

d3=5mm

250mm

60mm

100mm

60mm

l1=257mm
Bellows

Tungsten
Wires

Tungsten
Wires

図 A.1: 光軸と垂直な方向から見た Suspension System
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2×d5 = 2×5.9mm

d2=35mm

d4=8.8mm

d6=49.2mm

l2=241.2mm

l=245.0mm

80mm

100mm

Intermediate
Mass

Mirror

図 A.2: 光軸の方向から見た Suspension System
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自然長 185.7 mm

荷重時の長さ 186 mm

直径 100 �m

バネ定数 1:7� 104 N/m

線密度 �1 = 1:51� 10�4 kg/m

質量 2:80� 10�5 kg

Violin Modeを計算するとき以外は中間massを懸架しているのは bellowsと Tungsten

wireの合成バネ 4本とする。この合成バネの 1本あたりのバネ定数を k1、荷重時の長さ
を l1とすると

自然長 54+6+185.7=245.7 mm

荷重時の長さ l1 = 65+6+186 = 257 mm

バネ定数 k1 = 486 N/m

Violin Modeを計算するときには bellowsは振動せず、Tungsten wireのみ振動するとし
て計算する。wireの長さ l1 wireはすでに登場したが

荷重時の長さ l1 wire = 186 mm

A.3 中間mass

アルミで作られている。

質量 M1 = 1.211 kg

Roll Rotationの慣性モーメント I1 Roll = 1:01� 10�3 kg m2

Pitch rotationの慣性モーメント I1 Pitch = 1:37� 10�3 kg m2

Yaw Rotationの慣性モーメント I1 Yaw = 1:65� 10�3 kg m2

A.4 magnet damping

中間massの近くには強力な永久磁石が配置される。これは中間massにmagnet damping

をかけるためである。これにより中間massが並進運動すると速さに比例した抵抗力がか
かる。その比例定数を�とすると、その大きさは防振からの要請により以下のような値に
なる [74]。

� = 15 kg/s
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この値から Pendulum Modeと Vertical Vibrationにおける Q1(magnet dampingによる
Q値) を計算することができる。Q1の定義より

� =
M1!1
Q1

(A:1)

が成立するからである。但し M1は中間 mass の質量、!1は Pendulum Mode もしくは
Vertical Vibrationの!1である。
またmagnet dampingにより中間massが回転運動すると、角速度に比例したトルクが

働く。その比例係数を�rotとする。これは�と以下のような関係にある [74]。但し I1は中
間massの慣性モーメントである。

�rot =
I1
M1

� (A:2)

具体的に Roll、Pitch、Yaw Rotationの�rotを計算した。

Roll Rotation �rot Roll = 1:70� 10�2 kg m2/s

Pitch rotation �rot Pitch = 1:25 � 10�2 kg m2/s

Yaw Rotation �rot Yaw = 2:04� 10�2 kg m2/s

これらから以下の式を使って Roll、Pitch、Yaw RotationのQ1を計算することができる。

�rot =
I1!1
Q1

(A:3)

A.5 damping magnet support

damping magnet supportは着磁性 SUSでできており、懸架されている。詳しい寸法は
図 A.3を参照のこと。この中に中間massが入る。懸架のためのクランプなどはここでは
考慮していない。
また質量や慣性モーメントは以下の通り。

質量 Mm = 0.670 kg

Roll Rotationの慣性モーメント Im Roll = 1:22� 10�3 kg m2

Pitch rotationの慣性モーメント Im Pitch = 1:57� 10�3 kg m2

Yaw Rotationの慣性モーメント Im Yaw = 2:51� 10�3 kg m2

なおこれは damping magnetは考慮していない。damping magnetは 1個 2:84�10�2kg

である。8個あるので計 0:227kgとなる。
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100mm

120mm

50mm

4mm

4mm

図 A.3: damping magnet support

A.6 鏡を懸架するwire

鏡は Tungsten wireで懸架される。バネ定数を k2、荷重時の長さを lとすると

自然長 244.2 mm

荷重時の長さ l=245 mm

直径 50 �m

バネ定数 k2 = 3:22� 103 N/m

線密度 �2 = 3:77� 10�5 kg/m

質量 m = 9:24� 10�6 kg

またこの wireが鉛直な方向となす角を�とすると

cos�1
�
l2
l

�
= 0:177713rad

である。

A.7 鏡

鏡は Fused Silicaで作られている。

質量 M2 = 1.034 kg

Roll Rotationの慣性モーメント I2 Roll = 1:29� 10�3 kg m2

Pitch rotationの慣性モーメント I2 Pitch = 9:56� 10�4 kg m2

Yaw Rotationの慣性モーメント I2 Yaw = 9:56� 10�4 kg m2
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Appendix B

散逸としてmagnet dampingのみを考
えたDouble PendulumのViolin

Modeの impedance

l

l1

z (0~l1)

z (l1~l)

θ

図 B.1: 座標の定義

図 B.1を見てほしい。pendulumの支点を座標原点にし、鉛直下向きに z軸をとる。中
間mass、鏡ともに光軸方向 (x軸とする。) にのみ運動すると考える。つまり回転は考え
ない。z = l1に中間massが存在するとし、z = l1 + lに鏡が存在すると定義する。また鏡
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を吊すワイヤーは斜めになっているが、そこでは z軸はワイヤーに平行にとる。さらにワ
イヤーと鉛直な直線がなす角を�とおく。
中間massを吊すワイヤーの変位と鏡を吊すワイヤーの変位をそれぞれ u1; u2とする。

u1(z; t) = f1(z) exp(i!t) (B.1)

u2(z; t) = f2(z) exp(i!t) (B.2)

ここで

f1(z) = A exp(ik1z) +B exp(�ik2z) (B.3)

f2(z) = C exp(ik2z) +D exp(�ik2z) (B.4)

でありさらに

k1 =
!

v1
(B.5)

k2 =
!

v2
(B.6)

である。v1; v2は中間massと鏡を吊すワイヤーの横波の速さである。中間massと鏡を吊
すワイヤーの線密度を�1; �2、張力を F1; F2とすると

v1 =

s
F1
�1

(B.7)

v2 =

s
F2
�2

(B.8)

となる。
まず境界条件を考える。天井の支点は固定されているので u1(z; t) = 0つまり f1(z) = 0。

よって B = �Aとなるので
f1(z) = 2iA sin(k1z) (B:9)

となる。
さらに中間massにおいて u1(l1; t) = u2(l1; t)つまり f1(l1) = f2(l1)となるので

2iA sin(k1l1) = C exp(ik2l1) +D exp(�ik2l1) (B:10)

中間 massに関する運動方程式は (中間 massにかかる水平方向の力はワイヤーの張力
の水平成分のみ)

M1
@2u1
@t2

�����
z=l1

= �4F1 @u1
@z

�����
z=l1

+ 4F2 cos �
@u2
@z

�����
z=l1

(B:11)
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F1; F2は

F1 =
(M1 +M2)g

4
(B.12)

F2 =
M2g

4 cos �
(B.13)

である。
ここでmagnet dampingを考慮する。すると式 (B.11)は

M1
@2u1
@t2

�����
z=l1

= �4F1 @u1
@z

�����
z=l1

+ 4F2 cos �
@u2
@z

�����
z=l1

�M1
!1p
Q1

@u1
@t

�����
z=l1

(B:14)

となる。但し

!1p =

s
(M1 +M2)g

M1l1
(B:15)

つまり double pendulumの!1、つまり式 (4.75)である。
次に鏡の運動方程式を考える。散逸は考えないので

M2
@2u2
@t2

�����
z=l1+l

= �4F2 cos � @u2
@z

�����
z=l1+l

+ f (t) (B:16)

f(t)は鏡にかかる外力。
式 (B.14)(B.16)をフーリエ変換し、exp(�i!t)をかけると1

�!2M12iA sin(k1l1)

= �(M1 +M2)g2k1iA cos(k1l1) +M2gik2[C exp(ik2l1)�D exp(�ik2l1)]
�M1

!1p
Q1

i!2iA sin(k1l1) (B.17)

�!2M2[C expfik2(l1 + l)g +D expf�ik2(l1 + l)g]
= �M2gik2[C expfik2(l1 + l)g �D expf�k2(l1 + l)g] + ~f (B.18)

式 (B.17)(B.18)の 2式を解けば C;Dを求めることができる。
結果は以下の通り。

C =

" 
�!v2M1 sin(k1l1)

M2g
+
M1 +M2

M2

v2 cos(k1l1)

v1

!

+ i sin(k1l1)

 
1 +

M1!1pv2
Q1M2g

!#
exp(�ik2l1) (B.19)

1このとき式 (B.3)(B.4) (B.9)(B.10) (B.12)(B.13)を考慮する。
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D =

"
�
 
�!v2M1 sin(k1l1)

M2g
+
M1 +M2

M2

v2 cos(k1l1)

v1

!

+ i sin(k1l1)

 
1� M1!1pv2

Q1M2g

!#
exp(ik2l1) (B.20)

ここで C ! C exp(�ik2l1),D ! D exp(ik2l1) と C;Dを定義しなおす。これで C;Dは式
(4.101)(4.102)と同じになった。
impedanceは外力のフーリエ成分 ~fを鏡の位置のフーリエ成分を i!倍したもので割れば良

い。鏡の位置のフーリエ成分はC exp(�ik2l1) expfik2(l1+l)g+D exp(ik2l1) expf�ik2(l1+
l)gであることと、式 (B.18)を考慮すると impedanceは

Zviolin2(!) =
�!2M2(Ceik2l +De�ik2l) + iM2gk2(Ceik2l �De�ik2l)

i![Ceik2l +De�ik2l]
(B:21)

となる。
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