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補A. 等速運動する点電荷
がつくる電磁場
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A.1 リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル
からの導出



リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル

‰●ȟὸ

═●ȟὸ
○

ただし, 

Ὓ Ὑὸ ρ
▪ ɇ○

╡ὸ ● ►ὸȟ ▪
╡
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( ) -

‘ret’ は,発信時刻

ὸ ὸ
● ►

.
速度 ○ὸ

電荷 ή

運動の軌跡►ὸ

原点 ╞

観測点 ●ȟὸ

発信時刻 ὸ

※ 点電荷が静止しているときĄ クーロンポテンシャルに帰着.

・リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル(3.1 参照)
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( ) 

・観測点ὼにおけるポテンシャルは,

* 時刻 ὸに発信された波が,

距離 Ὑを, 光速 ὧで伝搬する

時間だけ遅れて到着したもの.

* 感じるポテンシャルは, 視線方向速度

相当分だけ近く(遠く)に電荷があるように見える.

►ὸ
○ὸ

Ὓ Ὑ
╡ɇ○

╬

Ὑ

Ὑ
▪ɇ○

╬

観測点 ●

ὸ ὸ
╬

・点電荷が時間とともに位置を変えて動いているので, 

その分を積分する必要がある.

Ą ▪ɇ○

╬

倍だけ伸びている.

(波が粒子を通過するのに要する時間)
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( ) 

・発信時刻ὸについて. 

* ὸは ὸ ὸ
● ►

満たす.

観測点 (●ȟ◄

光の軌跡
点電荷の軌跡

発信点

(►ὸȟὸ

Ὑ

ὼ

ὸ

時空図において、観測点を含む

光円錐と, 点電荷の軌跡の交点

の時刻が解.
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・等速運動する点電荷を考える.

- ὼ軸上を一定の速度ὺで運動. 

時刻 ὸ πで原点╞を出発.

- 時刻 ὸで点ὃを通過.

Ą 時刻 ὸで点ὄを通過.

- 時刻 ὸでの観測点 ὖに生じる

ポテンシャルを求める.

観測点

ὖὼȟώȟᾀ

ὦ

ὸ╞ ὸ

ὄὼȟπȟπ

ὸ

ὃὃ

時刻 ὸでὃ 点を出発した場を考える.

ὼ



2017 年度後期 電磁気学 III (2017 年 東京大学) 7

* まず, 時刻 ὸを求める.

- 電磁場の伝播から

Ὑὸ ὧὸ ὸ

- 位置関係から

Ὑ ὸ ὢ ὸ ὦ

ただし, ὢὸ は,時刻を用いて表すと, 

ὢὸ ὺὸ ὸ 観測点

ὖὼȟώȟᾀ

ὦ

ὸ╞ ὸ

ὄὼȟπȟπ

ὸ

ὃὃ

Ὑὸ

ὢὸ

* これらからὙὸ を消去すると,

ὧ ὸ ὸ ὺ ὸ ὸ ὦ が得られる.

(ὸについての二次方程式) 

ὸ

ὸ

ただし, ὸ ὸ ὸより, 

負号をとる
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* このὸを代入することで, 距離はそれぞれ

ὢὸ ὺ

Ὑὸ ὧ と得られる.

* リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル

‰●ȟὸ , ═●ȟὸ
○

において,  Ὑz ḳ Ὓ Ὑὸ ὢὸ とすると,

Ὑᶻ ὺ ὸ ὸ ρ ὦ ὼ ὺὸ ρ ώ ᾀ

これを用いて,

‰●ȟὸ ᶻ, ═●ȟὸ
○
ᶻ と書き表される.

ὼ ὺὸ

ὦ ώ ᾀ
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* これらのポテンシャルを微分することで, 電磁場が求まる.

準備として, 偏微分を計算しておく

ᶻ

ὼ ὺὸ ρ ώ ᾀ

ᶻ ὼ ὺὸ ᶻὺὼ ὺὸ

ᶻ

ᶻ ὼ ὺὸ ᶻ ὼ ὺὸ

ᶻ

ᶻ ρ ώ ᾀ ᶻ ρ ώ

ᶻ

ᶻ ρ ᾀ
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* したがって電場は,

╔ ═ ♩‰
○

ᶻ ♩ ᶻ

= 
○
ᶻ

ᶻ

ᶻ♩Ὑ
ᶻ

= 
○
ᶻὺὼ ὺὸ ᶻ ὼ ὺὸ▄ ρ ώ▄ ᾀ▄

= ᶻ ὼ ὺὸ▄ ώ▄ ᾀ▄ ρ

=
╡
ᶻ ρ と求められる.

○ ὺ▄

ただし, ╡ὸḳ ὼ ὺὸȟώȟᾀ
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* 次に磁束密度は,

║ ♩ ═ ♩
○
ᶻ

= ᶻ♩ ○ ○ ♩ ᶻ = ○ ♩ ᶻ
○は空間的に一定
なので, ♩ ○

ここで, ═と○は並行であるから

○ ╔ ○ ═ ♩‰ ○ ♩‰ ○ ♩ ᶻ

となっている.

ベクトル演算の公式
ÒÏÔ•═ •ÒÏÔ═ ═ ÇÒÁÄ•

これらを比較して,

║ ○ ╔ が得られる.
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* まとめると,

電場 ╔●ȟὸ=
╡
ᶻ ρ

磁束密度 ║●ȟὸ ○ ╔●ȟὸ

ただし,    Ὑᶻ ὼ ὺὸ ρ ώ ᾀ

と得られる.

* 書き下すと, 電場は ╔●ȟὸ=
╡

Ⱦ である.

╡ὸ ὼ ὺὸȟώȟᾀ

- 速度 ὺ π‍ π のとき, 電荷がつくる静電場に帰着.

- 光速に近づく‍ͯ ρ とき, Ὑ の項の寄与が増大

Ą ὼ軸方向に扁平な回転楕円体状の電場強度分布. 
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( ) 

・リエナール-ヴィーヒェルトのポテンシャル(3.1 参照)

‰●ȟὸ , ═●ȟὸ
○

に対して,   ║ ♩ ═, ╔ ═ ♩‰を用いて計算.

╔ ▪ ♫ ρ ‍ ▪ ▪ ♫ ♫

║ ρ ‍ ♫ ▪ ▪ ▪ ▪ ♫ ♫

ただし, ♫
○
ȟ▪

╡

運動する荷電粒子が作る電磁場
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* 荷電粒子が等速運動(速度 ○一定)するとき,

╔ ▪ ♫ ρ ‍

Ą この式を用いても電場は求まるはず.

* ここで, 

▪ ♫ ᶻ ȟ ȟ ȟπȟπ

ᶻ ὢὸ Ὑὸȟώȟᾀ

ᶻ ὺὸ ὸȟώȟᾀ ᶻ ὼ ὺὸȟώȟᾀ
╡
ᶻ

╔
╡
ᶻ ρ ‍ : ポテンシャルから求めた場合と一致.
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A.2 ローレンツ変換を用いた導出
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・等速運動する点電荷は, それと同じ速度で動く座標系からは, 

静止して見える. Ą 静電場の表式を座標変換することでも

等速運動する点電荷が作る電磁場を導くことができるはず.

ローレンツ変換(特殊相対性理論)を用いて, 等速運動する

点電荷がつくる電磁場を導いてみる.

╔ ὼȟώȟᾀ , ║
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・座標系╞と, それのὼ軸方向に速度○で等速運動する

座標系 ╞ の間には,  ローレンツ変換が成り立つ.

ローレンツ変換(Lorentz transformation) : 

ὧὸ
ὼ

‎
ρ ‍
‍ ρ

ὧὸ
ὼ

, ώ ώ, ᾀ ᾀȢ

(ここで, ‍ ὺȾὧ,  ‎ ρȾρ ‍ )

‎ ‍ὧ

‎ となる.

このとき,
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* 座標系 ╞ における波動方程式

Ὢ π ( Ὢは任意の関数) において,

‎ ‍ὧ ‎ ς‍ὧ ‍ὧ

‎ ‎

‎ ‍ ρ

を用いると,

となる. 従って, 座標系 ╞においても波動方程式

Ὢ π が成り立つ. Ą波動方程式は不変.
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・より一般的に, マクスウェル方程式は, ローレンツ変換に関して不変.

Ὁ ●ȟὸ Ὁ ●ȟὸ ὄ ●ȟὸ ὄ ●ȟὸ

Ὁ ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ

ὄ ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ

Ὁ ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ

ὄ ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ

* 電場と磁束密度の変換式

* 電荷密度と電流密度の変換式

Ὥ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ

, Ὥ●ȟὸ Ὥ●ȟὸ, Ὥ●ȟὸ Ὥ●ȟὸ

” ●ȟὸ
●ȟ ●ȟ
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♩ɇ╔

‎ Ὁ ‎ Ὁ ὺὄ ‎ Ὁ ὺὄ ” Ὥ

‎ ‐ Ὥ ♩ ║

‎♩ɇ╔ ‐ ╔ ░ ♩ ║ π

* 電荷のポアソン方程式: ♩ɇ╔ π

電荷のポアソン方程式 アンペール・マクスウェルの方程式

電荷のポアソン方程式は, ローレンツ変換で不変.
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‐ ╔ ░ ♩ ║

‐‎ ὺ Ὁ ‎Ὥ ὺ”

ὄ Ὁ ὄ Ὁ

‎‐ ╔ ░ ♩ ║ ‐‎ὺ♩ɇ╔ π

* アンペール・マクスウェルの方程式: ‐ ╔ ░ ♩ ║ π

電荷のポアソン方程式アンペール・マクスウェルの方程式

ώ成分, ᾀ成分も同様に示すことができる.

アンペール・マクスウェルの方程式は, ローレンツ変換で不変.
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・等速運動する点電荷が作る電磁場を導く.

* 座標系 ╞ において, 点電荷は静止しており, 電流はないので

*電磁場の変換式を用いて,

╔ ὼȟ‎ώȟ‎ᾀ

║ πȟ ᾀȟ ώ

╔ ὼȟώȟᾀ , ║ 逆変換はὺᴼ ὺ
とすれば求まる.

となる. この右辺を, 座標系 ╞の変数に書き換える.
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* 距離 ὶに関しては,

ὶ ὼ ώ ᾀ ‎ ὼ ὺὸ ώ ᾀ

‎ ὼ ὺὸ ρ ‍ ώ ᾀ

‎Ὑᶻ

* したがって,

╔ ὼȟ‎ώȟ‎ᾀ ᶻ ‎ὼ ὺὸȟ‎ώȟ‎ᾀ

ᶻ ὼ ὺὸȟώȟᾀ
╡
ᶻ ρ ‍

║ πȟ ᾀȟ ώ ᶻ πȟ ᾀȟ ώ

よって,   ║ ○ ╔ が成り立つ.
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: 

・座標系╞において, ᾀ方向の一様磁場║ πȟπȟὄ

があるものとする. 点電荷が静止しているとき, その電荷は

力を受けない. 一方, 座標系 ╞ から見ると点電荷は

速度 ὺで運動しているように見える. 

Ą ローレンツ力を受けることになるか?

座標変換によって, 電磁場は

Ὁ ●ȟὸ ‎ὺὄ ,  ὄ ●ȟὸ ‎ὄ となる.

従って, 点電荷が受ける力は

Ὂ ήὉ ή○ ║ ή‎ὺὄ ήὺ‎ὄ π

座標系 ╞ でも点電荷にはローレンツ力は働かず, 矛盾しない.


